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长相依面板数据的斜率变点分析

朱 旭, 庞天晓

(浙江大学 数学科学学院, 浙江杭州 310058)

摘 要: 金融面板数据往往同时存在结构变点, 时间序列长相依以及横截面相依的现
象. 假设时间序列长度为T , 个体数为N , 斜率变化发生在所有个体的同一时刻, 每个
时间序列是长相依的(记忆参数d ∈ (0, 0.5)), 个体之间通过公因子结构而具有横截面
的相依性. 对于这种面板数据模型, 用最小二乘的方法估计斜率变点发生的时刻以及
发生时刻的分数, 并研究了当(T,N)联合趋于无穷时估计量的渐近性质: 估计量的相
合性, 收敛速度以及极限分布. 得到了一些有趣的结论: 大部分情况下斜率变点估计
量的收敛速度随着记忆参数d的增大而减缓, 但当面板数据的时间长度T和个体数N满

足T 2d = o(N), 且公因子与变点的变化幅度存在交互效应时, 变点时刻估计量的收敛
速度仅与T有关. Monte Carlo模拟评估了估计量在有限样本情形下的表现, 并支持文
中的理论结果.
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§1 引 言

许多经济和金融时间序列的数据都具有单变点或者多变点的特征, 参见Bai和Perron[1],
Hansen[2], Lee等[3], 以及Perron和Zhu[4]. 此外众所周知, 经济和金融数据往往还具有长相依的
特征. 例如日元兑美元的汇率数据被广泛认为存在长相依, 参见Horváth和Kokoszka[5]. 因此在
处理实际数据时, 往往面临结构变点和长相依同时存在的情形. 例如Jarušková[6]在非平稳的长

周期的水文数据中发现了长相依的证据, 同时认为数据中存在结构变点. 大量的研究表明, 长相
依的存在会使传统的变点理论失效. 因此对长相依数据进行变点分析既具有理论意义, 也具有
实际意义.

有相当多的文章研究了长相依时间序列中的结构变点. 例如Kuan和Hsu[7]研究了均值变点

并给出了估计量的收敛速度. Chang和Perron[8]研究了参数为d的分整(fractionally integrated)过
程中的斜率和均值变点, 并给出了估计量的收敛速度和极限分布. Perron和Qu[9]提出用周期图
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来研究股票指数回报的波动率, 发现存在长相依和均值漂移. Shao[10]提出一种检验流程来检验

长相依时间序列中的均值变点. Iacone等作者[11]提出一种检验流程来检验参数为d的分整时间

序列中的斜率变点.
面板数据中存在公共变点的现象在实际生活中非常普遍. 例如税收政策的变化可能会

影响每个人的收入. 另一个著名的例子是2008年发生的全球金融危机几乎影响了所有国家
的GDP(Gross Domestic Product)数据和资本市场表现, 并带来一定时间内持续的影响. 类似地,
新的科学技术的诞生, 新药的研发生产, 以及政府层面新的政策措施都会对经济社会造成或多或
少的影响.

结构变点从时间序列的研究延申到面板数据的研究可以追溯到1990年. Joseph和Wolfson是
最早的一批研究面板数据中的结构变点的学者[12-13], 他们提出了N个面板上存在独立同

分布的N个变点的随机变点模型, 并给出了变点分布的相合估计量. 不久后随机变点模型
被Joseph等[14]推广到了自回归模型. Bai[15]利用最小二乘的方法估计了面板数据中的公共均值
变点, 同时证实了变点估计量是相合的, 这与平稳时间序列中变点估计量是不相合的结论截然相
反. 值得一提的是, 以上文章中的面板数据都是假设横截面独立的. 此后, 面板数据中的公共变
点研究得到了计量经济学界和统计学界的大量关注, 横截面独立的面板数据模型也在一些文章
中被推广到了横截面相依情形. 例如, Horváth和Hušková[16]研究了存在横截面相依的面板数据

中公共均值变点的检验问题, Kim[17-18]研究了横截面相依的面板数据中存在斜率变点以及斜率

与截距变点同时存在时的变点估计问题, Li等作者[19]利用自适应group fused LASSO惩罚的主
成分方法估计横截面相依的面板数据中的变点, Qian和Su[20]提出了横截面相依面板数据中的公

共变点的收缩估计量, Baltagi等作者[21-22]提出了CCE(common correlated effects)估计量并把
它应用于横截面相依面板数据中变点的研究, Westerlund[23]采用了基于CCE的方法对时间长度
固定的横截面相依面板数据中的变点进行研究. 值得注意的是, 大部分现有的文献都假设面板数
据在时间维度上是弱相依的, 研究长相依面板数据中的结构变点的文章相对较少.

本文假设面板数据具有横截面的相依性, 同时每个时间序列都是长相依的(记忆参数d ∈
(0, 0.5))且带有斜率变点. 这种模型在宏观经济和金融中具有广泛的应用. 用最小二乘的方法
估计斜率变点发生的时刻以及发生时刻的分数, 并研究了当(T,N)(T表示时间长度, N表示个

体数)联合趋于无穷时估计量的渐近性质: 估计量的相合性, 收敛速度以及极限分布. 得到了
一些有趣的结论: 大部分情况下斜率变点估计量的收敛速度随着记忆参数d的增大而减缓, 但
当T和N满足T 2d = o(N), 且公因子与变点的变化幅度存在交互效应时, 变点时刻估计量的收敛
速度仅与T有关.

本文结构如下: §2给出模型的具体形式以及一些假设, §3介绍变点估计量的渐近性质, §4给
出Monte Carlo模拟结果, 用于评估变点估计量在有限样本情形下的表现, §5对论文进行了总结,
文章中的理论证明放在§6.

§2 模型与假设
首先介绍本文接下来需要用到的一些记号. “⇒”表示概率测度弱收敛(参见Billingsley[24]),

“
p→”表示依概率收敛, “ d→”表示依分布收敛, “iid”表示独立同分布, aT ³ bT表示存在两个正常

数c1和c2使得对于所有足够大的T , c1 ≤ aT /bT ≤ c2成立, 其中aT和bT是两个关于T的取值恒

为正的函数. 设D[0, 1]是[0, 1]上的函数空间, 且是存在左极限和右连续的Skorohod拓扑. 对于矩
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阵A, 记‖A‖ = [tr(A′A)]1/2, 其中tr[·]表示矩阵的迹. 此外用M表示正常数, 它的取值与T和N无

关, 但在不同的地方可取不同的值. 除非另有说明, 本文中的极限均理解为(T,N) → ∞,
即T和N联合趋于无穷.

本文研究的面板数据模型为

yi,t = µi + βit + γiBT1(t) + ui,t, t = 1, · · · , T ; i = 1, · · · , N,

其中BT1(t)是关于斜率变化的哑变量, 其定义为

BT1(t) =

{
0, t 6 T1,

t− T1, t > T1,

µi表示截距, 斜率参数在时刻T1从βi变化到βi + γi. Kim[17]曾在I(0)和I(1)的模型误差假设下研
究过该模型.

为了简化表述, 接下来考虑模型的矩阵表示. 记
Yi = X ′

T1
Πi + Ui,

以及

Y = ΠXT1 + U ,

这里Yi = (yi,1, · · · , yi,T )′, Y = (Y1, · · · , YN )′, Ui = (ui,1, · · · , ui,T )′, U = (U1, · · · , UN )′,
XT1 = (ι, τ, BT1)

′ = (x(T1)1, · · · , x(T1)T ), 其中ι = (1, · · · , 1)′, τ = (1, 2, · · · , T )′, BT1 =
(BT1(1), · · · , BT1(T ))′, x(T1)t = (1, t, BT1(t))

′, 以及Π = (Π1, · · · ,ΠN )′ = (µ, β, γ), 其中µ =
(µ1, · · · , µN )′, β = (β1, · · · , βN )′, γ = (γ1, · · · , γN )′. 注意这里的矩阵XT1中的T1是一个假定的

变点时刻. 此外假设
ui,t = h′iFt + ei,t,

其中Ft是一个m× 1的公因子向量, hi是m× 1的因子载荷, ei,t是误差. 进一步写成矩阵形式有
Yi = X ′

T1
Πi + F ′hi + Ei,

其中

F = (F1, · · · , FT ), Ei = (ei,1, · · · , ei,T )′.
再记

Y = ΠXT1 + HF + E,

其中H = (h1, · · · , hN )′, E = (E1, · · · , EN )′.

对于如上模型, 利用最小二乘的方法去估计变点时刻. T1的最小二乘估计量定义为

T̂1 = arg min
T1∈[πT,(1−π)T ]

tr[Y (I − PT1)Y
′], (1)

其中π是一个很小的正常数(在实际应用中可以取π = 0.05), I是单位矩阵, PT1是由XT1构成的

投影矩阵, 即PT1 = X ′
T1

(XT1X
′
T1

)−1XT1 . 因此变点分数的估计量被定义为
λ̂ = T̂1/T.

以下约定: 所有包含上标0的参数都代表其真值. 变点时刻表示为T1, 其真值为T 0
1 . 同理变

点分数λ = T1/T , 其真值为λ0.

此外当T1 > T 0
1时, 定义

ι̃b(t;T1) =





0, 1 ≤ t ≤ T 0
1 ,

t−T 0
1

T1−T 0
1
, T 0

1 < t ≤ T1,

1, T1 < t ≤ T .
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当T1 = T 0
1时定义

ι̃b(t;T 0
1 ) =

{
0, 1 ≤ t ≤ T 0

1 ,

1, T 0
1 < t ≤ T .

当T1 < T 0
1时定义

ι̃b(t;T1) =





0, 1 ≤ t ≤ T1,
t−T1

T 0
1−T1

, T1 < t ≤ T 0
1 ,

1, T 0
1 < t ≤ T .

记ι̃b = (ι̃b(1;T1), · · · , ι̃b(T ;T1)).
接下来介绍面板数据在时间维度上的长相依(参见Wang等作者[25]). 定义

(1− L)a =
∞∑

j=0

πj(a)Lj , πj(a) =
Γ(j − a)

Γ(−a)Γ(j + 1)
,

其中L是时间维度上的滞后算子, Γ(·)是Gamma函数. 若对d ∈ (0, 0.5),
(1− L)dξt = ωt, t = 0,±1, · · · ,

这里{ωt, t = 0,±1, · · · }是一个iid序列或者弱相依的平稳序列, 则称{ξt, t = 0,±1, · · · }是记忆参
数为d的长相依随机变量序列.

为了后面的极限性质的推导, 对模型提出如下假设.
假设1 真实变点时刻T 0

1是未知的, 且存在一个较小的π, 0 < π < 1/2, 变点分数满
足λ0 ∈ (π, 1− π) ⊂ (0, 1).

假设2

(1) 公因子向量Ft满足Ft = ψ(L)εt, 这里εt ∼ iid(0, Im), ψ(L) =
∑∞

j=0 ψjL
j , 其中ψj是一

个m×m的矩阵. 此外,
∑∞

j=0 j‖ψj‖ < M , det(ψ(z)) 6= 0.
(2) 对于d ∈ (0, 0.5), (1 − L)dei,t = εi,t, 其中εi,t = σiηi,t, ηi,t在i和t上都满足ηi,t ∼

iid(0, 1)且σ2
i ≤ M .

(3) [ι̃b(I − PT1)Ei/σi]2关于T一致可积.
(4) F和E相互独立.
假设3 N−1γ′γ → Aγγ 6= 0且N−1γ′Σ εγ → Sγγ 6= 0, 这里Σ ε = diag{σ2

1 , · · · , σ2
N}. 此外,

max{γ2
1 , · · · , γ2

N} = O(1).
假设4 hi和γi满足N−1H ′γ → AHγ以及N−1H ′H → AHH , 这里AHγ是一个固定的向量,

AHH是一个固定的矩阵.
注 假设1是为了保证变点的可识别性, 是变点研究领域中的常见假设. 假设2(1)假设公

因子是一个线性过程并可以应用泛函中心极限定理(参见Phillips和Solo[26]). 假设2(2)假设误
差ei,t在时间维度上是长相依的, 但其方差在横截面维度上可以不同. 假设2(3)是一个技术性假
设, 是为了应用面板数据的联合中心极限定理(参见Phillips和Moon[27]). 假设2(4)假设公因子和
模型误差是相互独立的. 假设3和4描述了模型的总体变点强度, 公因子的强度, 以及变点的变化
幅度与公因子之间的相互影响程度.

§3 极限性质
本节介绍估计量T̂1的极限性质. 后文中, 所有的Op(·)将按照其严格的定义理解, 即随机变
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量不会是op(·).
定理3.1 若假设1-4成立, 当(T, N) →∞, d ∈ (0, 0.5)时, 有下面的结论.

(1)若N = o(T 3−2d)或N ³ T 3−2d,且对所有i都有hi = 0,则|T̂1−T 0
1 | = Op(T−1/2+dN−1/2).

(2) 若N = o(T 2d)或N ³ T 2d, 且AHγ 6= 0, 则|T̂1 − T 0
1 | = Op(T−1/2+dN−1/2).

(3) 若T 2d = o(N), 且AHγ 6= 0, 则|T̂1 − T 0
1 | = Op(T−1/2).

注 以上结论都表明变点估计量T̂1是相合的. 结论(1)说明在不存在横截面相依时, 收敛速
度与记忆参数d, T和N有关, 且d越大收敛速度越慢, 这与直觉吻合, 因为d ≥ 0.5时时间序列将
变成非平稳. 结论(2)说明当AHγ 6= 0时, 即公因子与变点的变化幅度存在交互效应, 如果个体
数N相对于时间长度T并没有足够大时, 收敛速度依然由d, T和N共同决定, 且随着d的增大而变

慢. 结论(3)说明当T 2d = o(N), 即个体数N相对于时间长度T足够大时, T̂1的收敛速度仅与T有

关.

有了收敛速度, 接下来推导估计量的极限分布. 有下面的定理.

定理3.2 若假设1-4成立, 当(T, N) →∞, d ∈ (0, 0.5)时, 有下面的结论.

(1) 若对所有i都有hi = 0, 且N = o(T 3−2d) ; 或者AHγ 6= 0, 且N = o(T 2d), 则

T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 ) d→ N

(
0,

16κ̃(d)2σ2
η̃Sγγ

(1− λ0)2(λ0)2A2
γγ

)
,

这里κ̃(d)2 = {Γ(1− 2d)}/{(1 + 2d)Γ(1 + d)Γ(1− d)}, σ2
η̃ = Var(ζη̃),

ζη̃ =
∫ λ0

0

λ0 − (λ0)2 − 3r + 3rλ0

2λ0
dBd(r) +

∫ 1

λ0

λ0(2 + λ0 − 3r)
2(1− λ0)

dBd(r),

Bd(·)是D[0, 1]上的分数布朗运动, 即

Bd(t) =
1

Γ(d + 1)

∫ 0

−∞
[(t− s)d − (−s)d]dB(s) +

∫ t

0

(t− s)ddB(s),

其中B(·) 为标准布朗运动.

(2) 若AHγ 6= 0, 且N/T 2d → c 6= 0, 则

T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 ) d→ N

(
0,

4cA′Hγψ(1)ψ(1)′AHγ

λ0(1− λ0)A2
γγ

+
16κ̃(d)2σ2

η̃Sγγ

(1− λ0)2(λ0)2A2
γγ

)
.

(3) 若AHγ 6= 0, 且T 2d = o(N), 则

T 1/2(T̂1 − T 0
1 ) d→ N

(
0,

4A′Hγψ(1)ψ(1)′AHγ

λ0(1− λ0)A2
γγ

)
.

注 以上的三个结论表明: 当变点分数的真值λ0越接近中间值1/2, 或者斜率变点的信号强
度越大(即Aγγ越大), 则渐近分布的方差越小.

§4 数值模拟
在这一节, 将通过Monte Carlo模拟来评估估计量在有限样本情形下的表现. 对所有实验,

重复次数都为2000次. 数据由以下过程产生.
yi,t = µ0

i + β0
i t + γ0

i BT 0
1
(t) + ui,t, t = 1, · · · , T ; i = 1, · · · , N,

这里

ui,t = h′iFt + ei,t.
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(a) T = 100, N = 10, d = 0.1 (b) T = 100, N = 10, d = 0.25 (c) T = 100, N = 10, d = 0.4

(d) T = 200, N = 20, d = 0.1 (e) T = 200, N = 10, d = 0.25 (f) T = 100, N = 40, d = 0.4

图 1 当所有的hi = 0, 且N = o(T 3−2d)时, T̂1的直方图

设公因子Ft是一维的且满足Ft = 0.2Ft−1 + wt, F0 = 0, wt独立同分布于N(0, 1); 一维因子载
荷hi有两种情况: 若不存在横截面相依, 则对所有的i取hi = 0, 若公因子与变点的变化幅度
存在交互效应, 即AHγ 6= 0, 设hi由U(0, 1)随机生成; 参考McLeod和Hipel[28]以及Hosking[29]的

方法, 随机生成N个长相依时间序列{ei,t, t = 1 · · · , T}, i = 1, · · · , N , 使得(1 − L)dei,t = εi,t,
εi,t = σiηi,t, 其中σi由U(1, 1.5) 随机生成, {ηi,t, t ≥ 1, i ≥ 1}独立同分布于N(0, 1), 记忆参数
根据具体情况从d ∈ {0.05, 0.1, 0.25, 0.4, 0.45}中选取. 为方便起见, 设定µ0

i = β0
i = 0, 因为

这些参数的大小并不会影响Monte Carlo模拟的结果, 影响模拟结果的是斜率的变化幅度γ0
i .

设γ0
i由U(0, 0.3)随机生成. 此外, 设定变点时刻的真值T 0

1 = 0.5T , 以及π = 0.05. 接下来, 用直方
图的形式来评估T̂1在定理3.1中的表现.

图1展示了(T,N) ∈ {(100, 10), (100, 40), (200, 10), (200, 20)}, d ∈ {0.1, 0.25, 0.4}, 所有
的hi = 0时, T̂1的直方图. 横向比较第一行可以看出估计量的估计误差随记忆参数d的增大而增

加; 依次纵向比较可以看出固定d时估计误差随T和N的增大而减小, 这与定理3.1(1)的结论相符.
图2展示了(T, N) ∈ {(200, 10), (200, 20), (400, 10), (400, 20)}, d ∈ {0.25, 0.4, 0.45}, 公因子与变
点的变化幅度存在交互效应时, T̂1的直方图, 这些T,N, d的设定是为了保证N = o(T 2d)或T 2d ³
N能够被满足. 同样通过横向和纵向的比较, 可以看出这与定理3.1(2)中的结论相符. 图3则展
示了(T,N) ∈ {(40, 100), (40, 200), (100, 100), (100, 200)}, d ∈ {0.05, 0.1, 0.25}, 公因子与变点的
变化幅度存在交互效应时, T̂1的直方图, 这些T, N, d的设定是为了保证T 2d = o(N)能够被满足.
横向比较第一行可以看出变点估计量的估计误差与d无关, 纵向比较第一列可以看出估计误差
与N亦无关, 纵向比较第二和三列则可看出变点估计量的估计误差与T有关, T越大估计误差越

小. 以上模拟结果与定理3.1(3)中的结论相符.
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(a) T = 200, N = 10, d = 0.25 (b) T = 200, N = 10, d = 0.4 (c) T = 200, N = 10, d = 0.45

(d) T = 400, N = 20, d = 0.25 (e) T = 400, N = 10, d = 0.4 (f) T = 200, N = 20, d = 0.45

图 2 当AHγ 6= 0, 且N = o(T 2d)或T 2d ³ N时, T̂1的直方图

(a) T = 40, N = 100, d = 0.05 (b) T = 40, N = 100, d = 0.1 (c) T = 40, N = 100, d = 0.25

(d) T = 40, N = 200, d = 0.05 (e) T = 100, N = 100, d = 0.1 (f) T = 100, N = 200, d = 0.25

图 3 当AHγ 6= 0, 且T 2d = o(N)时, T̂1的直方图
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(a) T = 100, N = 5, d = 0.05 (b) T = 100, N = 5, d = 0.25 (c) T = 200, N = 10, d = 0.45

图 4 当所有的hi = 0, 且N = o(T 3−2d)时, T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 )的有限样本分布和极限分布

(a) T = 400, N = 5, d = 0.25 (b) T = 400, N = 5, d = 0.4 (c) T = 400, N = 10, d = 0.45

图 5 当AHγ 6= 0, 且N = o(T 2d)时, T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 )的有限样本分布和极限分布

最后比较估计量的有限样本分布与定理3.2的极限分布. 图4和图5展示T 1/2−dN1/2(T̂1 −
T 0

1 )在不存在横截面相依和公因子与变点的变化幅度存在交互效应这两种情况下, 估计量的有
限样本分布与极限分布. 可以看出d越小, 有限样本分布与极限分布的逼近效果越好. 其次, 对
于相同的N和d, 不存在横截面相依的情况下有限样本分布更接近极限分布(即使T更小), 这说
明公因子的存在会影响估计量的有限样本分布. 图6展示了当公因子与变点的变化幅度存在交
互效应, 且N/T 2d收敛到不为零的常数时, T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0

1 )的有限样本分布与极限分布.
可以看出, 两者的吻合程度较高. 最后, 图7展示了当公因子与变点的变化幅度存在交互效应
且T 2d = o(N) 时, T 1/2(T̂1−T 0

1 )的有限样本分布与极限分布. 可以看出, 有限样本分布与极限分
布的吻合度与N和d的关联较小, 但当T变大时, 有限样本分布更接近极限分布. 这些模拟结果与
定理3.2(3)中的结论相符. §5 结 论

本文研究了面板数据同时存在结构变点, 时间序列长相依以及横截面相依的变点估计问
题. 用最小二乘的方法估计了变点发生的时刻, 并讨论了估计量的相合性, 收敛速度以及极限
分布. 本文的结论表明在不存在横截面相依时, 变点时刻的估计量的收敛速度与记忆参数d, 时
间序列长度T以及个体数N有关, 且d越大收敛速度越慢; 当公因子与变点的变化幅度存在交互
效应, 且N相对于T并没有足够大时, 收敛速度依然由d, T和N共同决定, 并随着d的增大而变慢;
然而当T 2d = o(N), 即N相对于T足够大时, 变点时刻估计量的收敛速度将仅与T有关. 最后通
过Monte Carlo模拟比较了变点估计量的有限样本分布和极限分布, 并印证了本文的理论成果.
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(a) T = 100, N = 5, d = 0.1 (b) T = 100, N = 10, d = 0.25 (c) T = 200, N = 30, d = 0.4

图 6 当AHγ 6= 0, 且N/T 2d收敛到不为零的常数时, T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 )的有限样本分布和极限分布

(a) T = 40, N = 200, d = 0.05 (b) T = 40, N = 200, d = 0.25 (c) T = 40, N = 200, d = 0.45

(d) T = 100, N = 200, d = 0.05 (e) T = 100, N = 200, d = 0.25 (f) T = 100, N = 400, d = 0.45

图 7 当AHγ 6= 0, 且T 2d = o(N)时, T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 )的有限样本分布和极限分布
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§6 证 明

本节给出定理的证明. 首先介绍关于SSR(T̂1)− SSR(T 0
1 )的一个分解式.

由于XT 0
1
PT 0

1
= XT 0

1
以及(I − PT̂1

)X ′
T̂1

= 0, 因此对于所有的T̂1都有

SSR(T̂1)− SSR(T 0
1 )

=tr[Y (I − PT̂1
)Y ′ − Y (I − PT 0

1
)Y ′]

=tr[(ΠXT 0
1

+ U)(PT 0
1
− PT̂1

)(X ′
T 0

1
Π ′ + U ′)]

=tr[ΠXT 0
1
(PT 0

1
− PT̂1

)X ′
T 0

1
Π ′] + 2tr[ΠXT 0

1
(PT 0

1
− PT̂1

)U ′] + tr[U(PT 0
1
− PT̂1

)U ′]

=tr[Π (XT 0
1
−XT̂1

)(I − PT̂1
)(XT 0

1
−XT̂1

)′Π ′] + 2tr[Π (XT 0
1
−XT̂1

)(I − PT̂1
)U ′]

+ tr[U(PT 0
1
− PT̂1

)U ′] ≤ 0. (2)
定义

SXX = tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)(XT 0

1
−XT1)

′Π ′],

SX̂X̂ = tr[Π (XT 0
1
−XT̂1

)(I − PT̂1
)(XT 0

1
−XT̂1

)′Π ′],

SXU = tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)U

′],

SX̂Û = tr[Π (XT 0
1
−XT̂1

)(I − PT̂1
)U ′],

SUU = tr[U(PT 0
1
− PT1)U

′],

SÛÛ = tr[U(PT 0
1
− PT̂1

)U ′].
不等式(2)表明对于所有的T̂1, 均有

SX̂X̂ + 2SX̂Û + SÛÛ ≤ 0. (3)

定理3.1的证明 由式(1)中T̂1的定义, 可知
T̂1 = arg min

T1∈[πT,(1−π)T ]

[SSR(T1)− SSR(T 0
1 )],

这是因为SSR(T 0
1 ) = tr[Y (I − PT 0

1
)Y ′]是不依赖于T1的. 此外根据式(2)

SSR(T1)− SSR(T 0
1 ) = SXX + 2SXU + SUU .

值得一提的是, 在后面的证明中, 仅给出T1 ≥ T 0
1情形下的证明, 因为T1 < T 0

1情形下的证明是类

似的. 接下来将分别研究SXX , SXU以及SUU , 并探究他们之间阶的大小关系.

首先来分析SXX . 容易看出, 在λ ∈ (0, 1)下, 一致地有
Π (XT 0

1
−XT1) = γ(BT 0

1
−BT1)

′ = γ(T1 − T 0
1 )ι̃b. (4)

因此

SXX = tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)(XT 0

1
−XT1)

′Π ′]

=|T1 − T 0
1 |2tr[γι̃b(I − PT1)ι̃

′
bγ
′] = |T1 − T 0

1 |2(γ′γ)ι̃b(I − PT1)ι̃
′
b = |T1 − T 0

1 |2O(NT ), (5)
这是因为ι̃b(I − PT1)ι̃

′
b = O(T )(见Perron和Zhu[4], 第97页)以及γ′γ = O(N)(见假设3).

在假设2(1)下, 利用线性过程的泛函中心极限定理(见Phillips和Solo[26]), 有



T−1/2
∑T

t=1 Ft
d→ ψ(1)′Wm(1),

T−3/2
∑T

t=1 tFt
d→ ψ(1)′

∫ 1

0
rdWm(r),

T−3/2
∑T

t=T1+1(t− T1)Ft ⇒ ψ(1)′
∫ 1

λ
(r − λ)dWm(r), 0 < λ < 1,

这里Wm(·)是一个m维的标准布朗运动. 在假设2(2)下, 利用长相依随机变量序列的泛函中心极
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限定理(见Wang等作者[25]中的定理2.1), 对于任意的i ≥ 1, 都有



T−(1/2+d)
∑T

t=1 ei,t
d→ κi(d)Bd(1),

T−(3/2+d)
∑T

t=1 tei,t
d→ κi(d)[Bd(1)− ∫ 1

0
Bd(r)dr] = κi(d)

∫ 1

0
rdBd(r),

T−(3/2+d)
∑T

t=T1+1(t− T1)ei,t ⇒ κi(d)
∫ 1

λ
(r − λ)dBd(r), 0 < λ < 1,

(6)

其中κi(d)2 = {σ2
i Γ(1− 2d)}/{(1 + 2d)Γ(1 + d)Γ(1− d)}. 此外, 易知在λ ∈ (0, 1)上一致地有




T−3
∑T

t=T1+1(t− T1)2 →
∫ 1

λ
(r − λ)2dr,

T−3
∑T

t=T1+1(t− T1)t →
∫ 1

λ
(r − λ)rdr,

T−2
∑T

t=T1+1(t− T1) →
∫ 1

λ
(r − λ)dr.

定义对角矩阵

DT = diag(T, T 3, T 3).
基于上述结果和记号, 介绍下面的6个结论, 这些结论将帮助进一步分析SXU和SUU .

(1) D
−1/2
T XT1X

′
T1

D
−1/2
T 的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为O(1); 同样地, D

−1/2
T XT 0

1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T

的阶也是O(1); 见Perron和Zhu[4], 第98页.
(2) D

−1/2
T XT1F

′的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为Op(1); 同样地, FX ′
T 0

1
D
−1/2
T 的阶也是Op(1);

见Perron和Zhu[4], 第105页.
(3) D

−1/2
T XT1Ei的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为Op(T d); 同理, E′

iX
′
T 0

1
D
−1/2
T 的阶也是Op(T d);

理由如下: 由式(6)可知

T−dD
−1/2
T XT1Ei =




T−(1/2+d)
∑T

t=1 ei,t

T−(3/2+d)
∑T

t=1 tei,t

T−(3/2+d)
∑T

t=T1+1(t− T1)ei,t


 = Op(1), (7)

同理可得T−dD
−1/2
T XT 0

1
Ei = Op(1).

(4) D
−1/2
T (XT 0

1
−XT1)F

′的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为|T1−T 0
1 |Op(T−1);见Perron和Zhu[4],

第105页.
(5) D

−1/2
T (XT 0

1
−XT1)Ei的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为|T1 − T 0

1 |Op(T−1+d). 理由如下: 首
先, 由于XT 0

1
−XT1的前两行为零, 所以仅需考虑第三行. 此外

T−(1/2+d)(BT 0
1
−BT1)

′Ei =T−(1/2+d)(T1 − T 0
1 )ι̃bEi

=T−(1/2+d)
T1∑

t=T 0
1 +1

(t− T 0
1 )ei,t + T−(1/2+d)(T1 − T 0

1 )
T∑

t=T1+1

ei,t

=|T1 − T 0
1 |Op(1). (8)

这说明D
−1/2
T (XT 0

1
−XT1)Ei的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为|T1 − T 0

1 |Op(T−1+d).
(6) D

−1/2
T (XT1X

′
T1
−XT 0

1
X ′

T 0
1
)D−1/2

T 的阶在λ ∈ (0, 1)上一致地为|T1 − T 0
1 |O(T−1);

见Perron和Zhu[4], 第98-99页.
接下来分析SXU . 首先由式(4)可知

SXU =tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)U

′]

=tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)F

′H ′] + tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)E

′]

=|T1 − T 0
1 |ι̃b(I − PT1)F

′H ′γ + |T1 − T 0
1 |ι̃b(I − PT1)E

′γ. (9)
考虑式(9)中的第一项, 根据Kim[17]中引理A.4的结论有

T−1/2ι̃b(I − PT1)F
′ d→ ζF , (10)
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其中ζF ∼ Nm(0, λ0(1− λ0)ψ(1)ψ(1)′/4). 因此结合假设4有
ι̃b(I − PT1)F

′H ′γ = Op(T 1/2N). (11)
对于式(9)中的第二项, ι̃b(I − PT1)E

′γ = ι̃bE
′γ − ι̃bPT1E

′γ. 因为ι̃b中的元素都不会比ι中的元

素大, 因此可以推导出ι̃bE
′γ的阶不会高于(其实等于)O(T 1/2+dN1/2), 这是因为

Var(ι′E′γ) = Var(
N∑

i=1

ι′Eiγi) =
N∑

i=1

γ2
i Var(ι′Ei) = O(T 1+2dN). (12)

接下来, 很容易推出
D
−1/2
T XT1E

′γ = Op(T dN1/2), (13)
理由如下: D

−1/2
T XT1E

′γ是由T−1/2ι′E′γ, T−3/2τ ′E′γ和T−3/2B′
T1

E′γ组成,而T−1τ ′和T−1B′
T1

中的元素也都不会比ι中的元素大, 因此D
−1/2
T XT1E

′γ的阶由T−1/2ι′E′γ决定, 而后者的阶
为Op(T dN1/2)(根据式(12)). 由此可推得

ι̃bPT1E
′γ = ι̃bX

′
T1

D
−1/2
T (D−1/2

T XT1X
′
T1

D
−1/2
T )−1D

−1/2
T XT1E

′γ

= O(T 1/2)O(1)Op(T dN1/2),
其中ι̃bX

′
T1

D
−1/2
T = O(T 1/2)(见Perron和Zhu[4], 第104页). 于是

ι̃b(I − PT1)E
′γ = Op(T 1/2+dN1/2). (14)

由式(9)可知, 若对所有i都有hi = 0, 则SXU仅剩其中的第二项; 若不然, 还需要比较式(11)和
式(14)阶的大小, 即比较T 2d和N的相对大小. 若N = o(T 2d), 则SXU的阶将由式(9)中的第二项
决定; 若T 2d = o(N), 则SXU的阶将由式(9)中的第一项决定; 若T 2d和N同阶, 则SXU的阶将由

式(9)整体决定. 因此在λ ∈ (0, 1)上一致地有

SXU =





|T1 − T 0
1 |Op(T 1/2+dN1/2), hi = 0,

|T1 − T 0
1 |Op(T 1/2+dN1/2), AHγ 6= 0, N = o(T 2d)或N ³ T 2d,

|T1 − T 0
1 |Op(T 1/2N), AHγ 6= 0, T 2d = o(N).

(15)

最后来分析SUU . 写
SUU =tr[U(PT 0

1
− PT1)U

′]

=tr[U [X ′
T 0

1
(XT 0

1
X ′

T 0
1
)−1XT 0

1
−X ′

T1
(XT1X

′
T1

)−1XT1 ]U
′]

=tr[U(XT 0
1
−XT1)

′D−1/2
T (D−1/2

T XT 0
1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T )−1D

−1/2
T XT 0

1
U ′]

+ tr[UX ′
T1

D
−1/2
T (D−1/2

T XT1X
′
T1

D
−1/2
T )−1D

−1/2
T (XT1X

′
T1
−XT 0

1
X ′

T 0
1
)D−1/2

T

(D−1/2
T XT 0

1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T )−1D

−1/2
T XT 0

1
U ′]

+ tr[UX ′
T1

D
−1/2
T (D−1/2

T XT1X
′
T1

D
−1/2
T )−1D

−1/2
T (XT 0

1
−XT1)U

′]

=R1 + R2 + R3.

进一步地, 写
R1 = tr[U(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T (D−1/2

T XT 0
1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T )−1D

−1/2
T XT 0

1
U ′]

= tr[(D−1/2
T XT 0

1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T )−1D

−1/2
T XT 0

1
U ′U(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T ]

= vec((D−1/2
T XT 0

1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T )−1)′vec(D−1/2

T XT 0
1
U ′U(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T ),
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其中vec((D−1/2
T XT 0

1
X ′

T 0
1
D
−1/2
T )−1) = O(1),

vec(D−1/2
T XT 0

1
U ′U(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T )

=vec(D−1/2
T XT 0

1
F ′H ′HF (XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T )

+ vec(D−1/2
T XT 0

1
F ′H ′E(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T )

+ vec(D−1/2
T XT 0

1
E′HF (XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T ) + vec(D−1/2

T XT 0
1
E′E(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T )

=:r11 + r12 + r13 + r14.

若AHγ 6= 0, 由H ′H = O(N), D
−1/2
T XT 0

1
F ′ = Op(1)以及

F (XT 0
1
−XT1)

′D−1/2
T = |T 0

1 − T1|Op(T−1),
与式(13)的推导过程类似, 易知D

−1/2
T XT 0

1
E′H = Op(T dN1/2). 结合式(8)和(12), 同理可

得D
−1/2
T (XT 0

1
−XT1)E

′H = |T 0
1 − T1|Op(T−1+dN1/2). 因此




r11 = |T 0
1 − T1|Op(T−1N),

r12 = |T 0
1 − T1|Op(T−1+dN1/2),

r13 = |T 0
1 − T1|Op(T−1+dN1/2).

对于r14来说, 注意到

D
−1/2
T XT 0

1
E′E(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T =

N∑

i=1

D
−1/2
T XT 0

1
EiE

′
i(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T ,

其中{D−1/2
T XT 0

1
EiE

′
i(XT 0

1
−XT1)

′D−1/2
T , i ≥ 1}是相互独立的. 所以由式(7)和(8)可推得

r14 = |T 0
1 − T1|Op(T−1+2dN).

综合以上结论可得

R1 = |T 0
1 − T1|Op(T−1+2dN).

同理可得

R2 = |T 0
1 − T1|Op(T−1+2dN), R3 = |T 0

1 − T1|Op(T−1+2dN).
因此SUU = |T1 − T 0

1 |Op(T−1+2dN). 值得注意的是, 若对所有的i都有hi = 0, 则r11 = r12 =
r13 = 0, 因此R1 = r14 = |T 0

1 − T1|Op(T−1+2dN). 对R2和R3亦有相同的结论. 因此SUU =
|T1 − T 0

1 |Op(T−1+2dN). 所以在λ ∈ (0, 1)下一致地有
SUU = |T1 − T 0

1 |Op(T−1+2dN). (16)
综合(5), (15)和(16), 有如下结论.




SXX = |T1 − T 0
1 |2O(TN),

SXU =





|T1 − T 0
1 |Op(T 1/2+dN1/2), hi = 0,

|T1 − T 0
1 |Op(T 1/2+dN1/2), AHγ 6= 0, N = o(T 2d)或N ³ T 2d,

|T1 − T 0
1 |Op(T 1/2N), AHγ 6= 0, T 2d = o(N),

SUU = |T1 − T 0
1 |Op(T−1+2dN).

用反证法论证. (1) 当对所有的i都有hi = 0时, 假设|T̂1 − T1|的阶为kT Op(T−1/2+dN−1/2),
其中kT是关于T的正常数序列且是递增发散到无穷大的. 则有SX̂X̂ = Op(k2

T T 2d), SX̂Û =
Op(kT T 2d)以及SÛÛ = Op(kT T−3/2+3dN1/2). 若N = o(T 3−2d)或N ³ T 3−2d, 则SX̂X̂的阶将

会严格地大于其余的两项的阶, 这样式(3)将不能以概率1成立. 所以当对所有的i都有hi =
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0时, |T̂1 − T1|的阶最高不超过Op(T−1/2+dN−1/2). (2) 当AHγ 6= 0时, 需要分类讨论. 若N =
o(T 2d)或N ³ T 2d, 假设|T̂1 − T1|的阶为kT Op(T−1/2+dN−1/2), 和前面的论证过程类似, 会导致
式(3)将不能以概率1成立. 因此|T̂1 − T1|的阶最高不超过Op(T−1/2+dN−1/2). 若T 2d = o(N), 假
设|T̂1 − T1|的阶为kT Op(T−1/2), 同样会导致式(3)将不能以概率1成立. 因此|T̂1 − T1|的阶最高
不超过Op(T−1/2).

定理3.2的证明 先证明定理3.2(1). 给定正数C, 定义集合
D(C) = {T1 : |T1 − T 0

1 | < CT−1/2+dN−1/2},
以及

mT = N1/2T 1/2−d|T1 − T 0
1 |.

推导极限分布需分析arg min
T1∈D(C)

[SSR(T1) − SSR(T 0
1 )]. 对于任意的T1 ∈ D(C), 都有|T1 − T 0

1 | =

O(T−1/2+dN−1/2). 因此
SXX = |T1 − T 0

1 |2O(TN) = O(T 2d), SXU = |T1 − T 0
1 |Op(T 1/2+dN1/2) = Op(T 2d)

以及SUU = |T1 − T 0
1 |Op(T−1+2dN) = Op(T−3/2+3dN1/2). 那么

arg min
T1∈D(C)

[SSR(T1)− SSR(T 0
1 )] = arg min

T1∈D(C)

[SXX + 2SXU + SUU ]/T 2d

= arg min
T1∈D(C)

[SXX/T 2d + 2SXU/T 2d + op(1)].

这里SUU/T 2d是渐近可忽略的, 这是因为定理假设中有N = o(T 3−2d)或N = o(T 2d). 所以下面
仅需考虑SXX/T 2d和2SXU/T 2d.

首先, 对于SXX/T 2d有

SXX/T 2d =tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)(XT 0

1
−XT1)

′Π ′]/T 2d

=|T1 − T 0
1 |2ι̃b(I − PT1)ι̃

′
bγ
′γ/T 2d

=m2
T (T−1ι̃b(I − PT1)ι̃

′
b)(N

−1γ′γ) = m2
T ((1− λ0)λ0/4)Aγγ + o(1), (17)

最后这个等式成立是由于 lim
T→∞

T−1ι̃b(I − PT1)ι̃
′
b = (1 − λ0)λ0/4 (见Kim[17], 第325页)以及假

设 lim
N→∞

N−1γ′γ = Aγγ .

接下来分析SXU/T 2d. 由式(9)可知, 若对所有的i都有hi = 0, 或者当AHγ 6= 0且N =
o(T 2d), 则SXU的阶均由(9)中的第二项决定. 所以

SXU/T 2d = tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)U

′]/T 2d

= [|T1 − T 0
1 |ι̃b(I − PT1)E

′γ(1 + op(1))]/T 2d

= mT (N−1/2T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)E
′γ)(1 + op(1)). (18)

由假设2(2), (1− L)dei,t = εi,t, εi,t = σiηi,t, ηi,t ∼ iid(0, 1). 记ηi = (ηi,1, · · · , ηi,T )′, 则有

N−1/2T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)E
′γ = N−1/2

N∑

i=1

T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)Eiγi

= N−1/2
N∑

i=1

CiQi,T , (19)

这里 {
Ci = σiγi,

Qi,T = T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)(1− L)−dηi.
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令η̃i = Ei/σi = (1− L)−dηi, 易知η̃i是一个长相依过程. 对于Qi,T , 由连续映射定理, 参照式(6),
在一系列复杂的计算之后, 可得Qi,T的极限分布Qi的具体表达式

Qi,T =T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)η̃i

=T−(1/2+d)ι̃bη̃i − T−(1/2+d)ι̃bX
′
T1

D
−1/2
T (D−1/2

T XT1X
′
T1

D
−1/2
T )−1D

−1/2
T XT1 η̃i

d→κ̃(d)




∫ 1

λ0
dBd(r)−

(
λ0 − 1

2
,
3(1− λ0)

2λ0
,

3(2λ0 − 1)
2λ0(1− λ0)

)



∫ 1

0
dBd(r)∫ 1

0
rdBd(r)∫ 1

λ0(r − λ0)dBd(r)







=κ̃(d)

[∫ λ0

0

λ0 − (λ0)2 − 3r + 3rλ0

2λ0
dBd(r) +

∫ 1

λ0

λ0(2 + λ0 − 3r)
2(1− λ0)

dBd(r)

]

=κ̃(d)ζη̃ =: Qi,

这里κ̃(d)2 = {Γ(1− 2d)}/{(1 + 2d)Γ(1 + d)Γ(1− d)}. 容易看出E(Qi) = 0, Var(Qi) = κ̃(d)2σ2
η̃.

由假设2(3)知Q2
i,T关于T一致可积. 则Var(Qi,T ) = E(Q2

i,T ) → E(Q2
i ) = κ̃(d)2σ2

η̃. 此外假设3表明

max
i

C2
i∑

i C2
i

= max
i

σ2
i γ2

i

γ′Σ εγ
≤ N−1 M maxi γ2

i

N−1γ′Σ εγ
= O(N−1).

因此根据联合中心极限定理(见Phillips和Moon[27]中的定理3)有

N−1/2
N∑

i=1

CiQi,T
d→ N(0, κ̃(d)2σ2

η̃Sγγ). (20)

最后根据式(18)和(19)可知SXU/(T 2dmT ) d→ N(0, κ̃(d)2σ2
η̃Sγγ).

综上所述, 由arg max / arg min泛函的连续映射定理(见Kim和Pollard[30])及一些简单的计
算, 可知

T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0
1 ) =m∗

T = arg min
mT∈D(C)

[SXX/T 2d + 2SXU/T 2d + op(1)]

d→N

(
0,

16κ̃(d)2σ2
η̃Sγγ

(1− λ0)2(λ0)2A2
γγ

)
.

由于T 1/2−dN1/2(T̂1−T 0
1 ) = Op(1), 所以存在足够大的C使得T̂1 ∈ D(C)的概率任意地接近1, 从

而定理3.2(1)得证.

接下来证明定理3.2(2). 给定正数C, 定义集合
D(C) = {T1 : |T1 − T 0

1 | < CT−1/2+dN−1/2},
以及

mT = N1/2T 1/2−d|T1 − T 0
1 |.

∀T1 ∈ D(C), 都有|T1 − T 0
1 | = O(T−1/2+dN−1/2). 因此SXX = O(T 2d), SXU = O(T 2d)以

及SUU = Op(T−3/2+3dN1/2). 那么
arg min
T1∈D(C)

[SSR(T1)− SSR(T 0
1 )] = arg min

T1∈D(C)

[SXX/T 2d + 2SXU/T 2d + op(1)],

SXU/T 2d是渐近可忽略的是因为N/T 2d → c 6= 0.

对于SXX/T 2d, 根据式(17)有SXX/T 2d = m2
T ((1− λ0)λ0/4)Aγγ + o(1).

分析SXU/T 2d. 由式(9)可知, 当AHγ 6= 0且N/T 2d → c 6= 0时, SXU的阶由式(9)整体决定.
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那么

SXU/T 2d = tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)U

′]/T 2d

= [|T1 − T 0
1 |ι̃b(I − PT1)F

′H ′γ + |T1 − T 0
1 |ι̃b(I − PT1)E

′γ]/T 2d

= mT (N−1/2T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)F
′H ′γ + N−1/2T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)E

′γ)

= mT (
√

N/T 2dN−1T−1/2ι̃b(I − PT1)F
′H ′γ + N−1/2T−(1/2+d)ι̃b(I − PT1)E

′γ).
根据假设2(4)和假设4, 及式(10)和(20)可知

SXU/(T 2dmT ) d→ N(0, cλ0(1− λ0)A′Hγψ(1)ψ(1)′AHγ/4 + κ̃(d)2σ2
η̃Sγγ).

综上所述, 类似于定理3.2(1)中的证明, 有
T 1/2−dN1/2(T̂1 − T 0

1 ) =m∗
T = arg min

mT∈D(C)

[SXX/T 2d + 2SXU/T 2d + op(1)]

d→N

(
0,

4cA′Hγψ(1)ψ(1)′AHγ

λ0(1− λ0)A2
γγ

+
16κ̃(d)2σ2

η̃Sγγ

(1− λ0)2(λ0)2A2
γγ

)
.

定理3.2(2)得证.

最后证明定理3.2(3). 给定正数C, 定义集合
D(C) = {T1 : |T1 − T 0

1 | < CT−1/2},
以及

mT = T 1/2|T1 − T 0
1 |.

对于任意的T1 ∈ D(C), 有|T1 − T 0
1 | = O(T−1/2). 因此, SXX = |T1 − T 0

1 |2O(TN) = O(N),
SXU = |T1 − T 0

1 |Op(T 1/2N) = Op(N)以及SUU = |T1 − T 0
1 |Op(T−1+2dN) = Op(T−3/2+2dN).

那么

arg min
T1∈D(C)

[SSR(T1)− SSR(T 0
1 )] = arg min

T1∈D(C)

[SXX + 2SXU + SUU ]/N

= arg min
T1∈D(C)

[SXX/N + 2SXU/N + op(1)].

首先分析SXX/N . 容易看出
SXX/N = m2

T (T−1ι̃b(I − PT1)ι̃
′
b)(N

−1γ′γ) = m2
T ((1− λ0)λ0/4)Aγγ + o(1).

接下来分析SXU/N . 由式(9)可知, 当AHγ 6= 0且T 2d = o(N)时, SXU的阶由式(9)中的第一
项决定. 所以

SXU/N = tr[Π (XT 0
1
−XT1)(I − PT1)U

′]/N

= [|T1 − T 0
1 |ι̃b(I − PT1)F

′H ′γ(1 + op(1))]/N

= mT T−1/2ι̃b(I − PT1)F
′H ′γ(1 + op(1))/N.

根据式(10)可知SXU/(NmT ) d→ ζF AHγ , 其中ζF ∼ Nm(0, λ0(1− λ0)ψ(1)ψ(1)′/4).

综上所述, 类似于前面的证明可知
T 1/2(T̂1 − T 0

1 ) =m∗
T = arg min

mT∈D(C)

[SXX/N + 2SXU/N + op(1)]

d→N

(
0,

4A′Hγψ(1)ψ(1)′AHγ

λ0(1− λ0)A2
γγ

)
.

定理3.2(3)得证.
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Change-point analysis for the slope in long-range dependent panel
data

ZHU Xu, PANG Tian-xiao

(School of Mathematical Sciences, Zhejiang University, Hangzhou 310058, China)

Abstract: Financial panel data often have the phenomena of structural change, long-range de-

pendence and cross-sectional dependence simultaneously. Assuming that the length of time series is T ,

the number of individuals is N , the slope change occurs at the same time of all individuals, and each

time series is long-range dependent (memory parameter d ∈ (0, 0.5)), and there is cross-sectional de-

pendence between individuals due to the common factor structure. For this panel data model, we apply

the least square method to estimate the date of slope change and the fraction of the slope change point,

and study the asymptotic properties of the estimator when (T, N) jointly tends to infinity, including

the consistency, convergence rate as well as the limiting distribution. Some interesting conclusions are

drawn. In most cases, the convergence rate of the estimator of the slope change point slows down

with the increase of the memory parameter d. However, when the time length T and the number of

individuals N of the panel data satisfy the condition T 2d = o(N), and there is an interaction effect

between the common factor and the break magnitude of the change point, the convergence rate of the

change point estimator is only related to T . Monte Carlo simulations are conducted to evaluate the

finite-sample performance of the estimator, and our theoretical results are supported by the Monte

Carlo simulations.

Keywords: panel data; long-range dependence; slope change point; least squares estimator
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