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某些可微函数类的N宽度
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摘 要: 文中借助Jensen不等式, 样条函数等工具研究了Orlicz空间中定义域
为[−π, π]的非周期函数类W rL∗M在L1内Kolmogorov宽度的渐近精确估计及其渐近
最优子空间. 并进一步对于该函数类的对偶形式, 在L1空间的对偶空间L∞空间内讨论

了其Kolmogorov 宽度, 线性宽度的渐近精确估计, 特别地, 给出Gelfand宽度对偶形式
的精确估计.
关键词: 宽度; 最优子空间; Orlicz空间
中图分类号: O174.41
文献标识码: A 文章编号: 1000-4424(2022)03-0365-10

§1 引 言

本文用M(u)和N(v)表示互余的N函数, 关于N函数的定义及其性质见文献[1]中P1, 由N函

数M(u)生成的Orlicz空间L∗M [−π, π]是指具有有限的Orlicz范数

‖u‖M = sup
ρ(v,N)≤1

∣∣∣∣
∫ π

−π

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣

的可测函数的全体{u(x)}, 其中ρ(v, N) =
∫ π

−π
N(v(x))dx是v(x)关于N(v)的模. 由[1]中P77知,

L∗M的对偶空间为L∗(N), v(x) ∈ L∗(N) 范数可由

‖v‖(N) = inf
{

k : k > 0,

∫ π

−π

N

(
v(x)
k

)
dx ≤ 1

}

计算.

文中C表示常数, 且在不同处可取不同的值.

设W rL∗M [−π, π]表示[−π, π]上r次非周期可微函数类, f (r−1)绝对连续, 且
∥∥f (r)

∥∥
M
≤ 1. 下

面用Ls表示任一线性赋范空间, ‖ · ‖表示该空间上的范数.
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W rL∗M [−π, π]在Ls下的n维Kolmogorov宽度, 线性宽度, Gelfand宽度分别定义为[2, P298]

dn(W rL∗M , Ls) = inf
Ln

sup
f∈W rL∗M

inf
g∈Ln

‖f − g‖s ,

d′n(W rL∗M , Ls) = inf
Ln

inf
A

sup
f∈W rL∗M

‖f −Af‖s ,

dn(W rL∗M , Ls) = inf
Ln

sup
f∈W rL∗M∩Ln

‖f‖s .

其中Ln ⊂ Ls为Ls的任一n维子空间, Ln是Ls的n余维子空间, A是W rL∗M → Ln的任一线性有界

算子.
Lp空间中非周期类W rLp内的函数可以分解为一个周期卷积函数加一个代数多项式的形式,

若可解决相应的周期卷积函数类的宽度问题, 那么非周期类的宽度问题也可得到解决, 文献[2]研
究了周期可微函数类

W r
∗H0

p =
{

f(x) : f(x) =
a0

2
+ π−1Dr ∗ ϕ,ϕ ∈ H0

p

}
,

其中

H0
p = {ϕ(x) : ϕ(x) ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1, ϕ ⊥ 1} ,

Dr(t) =
∞∑

k=1

k−r cos
(
kt +

πr

2

)
.

并得到以下两个结果.
定定定理理理A

d2n−1

(
W r
∗H0

p , L1

)
= d2n

(
W r
∗H0

p , L1

)
= ‖ϕn,r‖p′ ,

(
1
p′

+
1
p

= 1
)

, 1 ≤ p ≤ ∞.

定定定理理理B

d2n−1

(
W r
∗H0

∞, Lp

)
= d2n

(
W r
∗H0

∞, Lp

)
= ‖ϕn,r‖p , 1 ≤ p ≤ ∞.

定理中ϕn,r均表示sign(sinnx)的r阶周期积分, 且满足在周期上的平均值为零.
文献[3]将上述结果推广到非周期函数类上. 本文将进一步研究Orlicz空间中定义域

为[−π, π] 的非周期函数类W rL∗M在L1内Kolmogorov宽度的渐近精确估计及其渐近最优子空
间, 并进一步讨论Kolmogorov 宽度, 线性宽度, Gelfand宽度的对偶形式.

下面引入Orlicz内的周期函数类

W r
∗HM =

{
f(x) : f =

a0

2
+ π−1Dr ∗ ϕ,ϕ ∈ HM

}
,

HM = {ϕ(x) : ϕ(x) ∈ L∗M , ‖ϕ‖M ≤ 1} ,

特别的

H0
M = {ϕ(x) : ϕ(x) ∈ L∗M , ‖ϕ‖M ≤ 1, ϕ ⊥ 1} .

定定定义义义1.1 X是一个Banach空间, 其范数为‖ · ‖X , M ⊂ X是其中心对称集, FN ⊂ X为X的

子空间, dim(FN ) ≤ N . 称{FN} 是M在X内关于Kolmogorov宽度的渐近最优子空间, 如果

lim
N→∞

E(M, FN )X

dN (M, X)
= 1.
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此处E(M, FN )X = sup
f∈M

inf
g∈FN

‖f − g‖X .

∀f ∈ W rL∗M [−π, π], 有f (r) ∈ L∗M [−π, π],
∥∥f (r)

∥∥
M
≤ 1. 把f (r)(t) 延拓到整个实数轴上, 延

拓后的周期函数仍用f (r)(t)表示. 令

ϕ = f (r) − 1
2π

∫ π

−π

f (r)(t)dt.

显然ϕ ∈ L∗M [−π, π]且
∫ π

−π
ϕ(t)dt = 0. 取ϕ 的一个r 阶周期积分

φ(x) =
1
π

∫ 2π

0

Dr(x− t)ϕ(t)dt.

由于
∫ 2π

0
Dr(x− t)dt = 0, 因此

φ(x) =
1
π

∫ 2π

0

Dr(x− t)f (r)(t)dt.

由于φ(r)(x) = ϕ(x) a.e.成立, 则

f(x) = φ(x) + πr(x), −π < x < π.

其中πr(x)是一个r次代数多项式. 由此把非周期函数类W rL∗M [−π, π]内的函数进行了分解.

§2 主要结果
定定定理理理2.1 dn (W rL∗M , L1) ≈ 2r ‖ϕn,r‖(N) (n →∞).

证证证 首先证明对于周期函数类W r
∗H0

M有

dn

(
W r
∗H0

M , L1

)
= dn (W r

∗HM , L1) =
∥∥∥ϕ[n+1

2 ],r
∥∥∥

(N)
. (1)

因为W r
∗H0

M ⊂ W r
∗HM , 由宽度的性质可知

d2n

(
W r
∗H0

M , L1

) ≤ d2n (W r
∗HM , L1) ≤ d2n−1(W r

∗HM , L1).

由文献[4]中定理1结合文献[5]的计算方法可得

d2n

(
W r
∗H0

M , L1

)
= ‖ϕn,r‖(N) .

因此只需证明

d2n−1 (W r
∗HM , L1) = ‖ϕn,r‖(N) ,

为此, 取2n− 1维三角多项式子空间FT
2n−1 ⊂ L1, 对于∀f ∈ W r

∗HM , 由文献[2]中P64最佳逼近的
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对偶定理有

e
(
f, FT

2n−1

)
1

def
= inf

ϕ∈F T
2n−1

‖f − ϕ‖1

= sup
‖h‖∞≤1

h⊥F T
2n−1

∫ 2π

0

f(t)h(t)dt

= sup
‖h‖∞≤1

h⊥F T
2n−1

∫ 2π

0

{
1
π

∫ 2π

0

Dr(x− t)f (r)dt

}
h(x)dx

= sup
‖h‖∞≤1

h⊥F T
2n−1

∫ 2π

0

{
1
π

∫ 2π

0

Dr(x− t)h(x)dx

}
f (r)dt

= sup
hr(t)∈W r∗H0

M

∫ 2π

0

hr(t)f (r)dt,

其中hr(t) =
1
π

∫ 2π

0
Dr(x− t)h(x)dx ∈ W r

∗Hn
M , 而

W r
∗Hn

M =
{
f(x) : f = π−1Dr ∗ ϕ, ‖ϕ‖∞ ≤ 1, ϕ ⊥ FT

2n−1

}
.

由Hölder不等式得

sup
hr(t)∈W r∗H0

M

∫ 2π

0

hr(t)f (r)(t)dt ≤ sup
hr

‖hr‖(N)

∥∥∥f (r)
∥∥∥

M
≤ sup

hr

‖hr‖(N) = ‖ϕn,r‖(N) .

事实上, 由文献[6]可知上式中最后一个等号成立. 由此可得

E
(
W r
∗HM , FT

2n−1

)
1

= sup
f∈W r∗HM

e
(
f, FT

2n−1

)
1
≤ ‖ϕn,r‖(N) .

从而

d2n−1 (W r
∗HM , L1) = inf

F T
2n−1

E
(
W r
∗HM , FT

2n−1

)
1
≤ ‖ϕn,r‖(N) .

式(1)得证.
接下来考虑非周期函数类W rL∗M .令Pr表示r次代数多项式子空间, 且

L(2n−1)+r = FT
2n−1 ⊕ Pr

是L1[−π, π]内(2n − 1) + r维子空间, 任取f ∈ W rL∗M [−π, π], 由非周期函数类内的函数分解
式f = φ + πr, φ ∈ W r

∗HM与式(1)可得

d(2n−1)+r (W rL∗M , L1) ≤ e
(
f,L(2n−1)+r

)
1

= inf
g∈L(2n−1)+r

‖f − g‖1 ≤ inf
tn−1∈F T

2n−1

‖φ− tn−1‖1

≤ ‖ϕn,r‖(N) .

于是得到对于W rL∗M , 有
d(2n−1)+r (W rL∗M , L1) ≤ ‖ϕn,r‖(N) . (2)



王家玮等: 某些可微函数类的N宽度 369

任取一自然数N > r使N − r为奇数, 由式(2)可知

dN (W rL∗M , L1) ≤
∥∥∥ϕN−r+1

2 ,r

∥∥∥
(N)

.

由于dN

(
W r
∗H0

M , L1

) ≤ dN (W rL∗M , L1), 由式(1)有

dN

(
W r
∗H0

M , L1

)
=





∥∥∥ϕ[ N+1
2 ],r

∥∥∥
(N)

N为奇数,
∥∥∥ϕN

2 ,r

∥∥∥
(N)

N为偶数.

从而 ∥∥∥ϕ[ N+1
2 ],r

∥∥∥
(N)

≤ dN (W rL∗M , L1) ≤
∥∥∥ϕN−r+1

2 ,r

∥∥∥
(N)

,

利用ϕn,r的性质易知

dn (W rL∗M , L1) ≈ 2r ‖ϕN,r‖(N) (n →∞).

定理2.1得证.
定理2.1证明了L(2n−1)+r可以作为非周期函数类W rL∗M的一个渐近最优子空间, 下面的定

理将说明W rL∗M与W r
∗H0

M的渐近最优子空间之间有着密切的关系.
定定定义义义2.1 取

ϕk(x) =





1
k − 1

n
π ≤ x ≤ k

n
π,

0 0 ≤ x <
k − 1

n
π,

k

n
π ≤ x < 2π.

ϕk(x + 2π) = ϕk(x), k = 1, 2, · · · , 2n, n = 1, 2, · · · .

令

S0
2n =

{
f(x) : f(x) =

2n∑

k=1

Ckϕk(x)

}
,

Sr
2n =

{
f(x) : f(x) =

a0

2
+ π−1Dr ∗ ϕ

}
,

其中

ϕ ∈ S0
2n,

2n∑

k=1

Ck = 0, r = 1, 2, 3, · · · .

Sr
2n被称为r次的关于分割

{
kπ

n

}2n

k=1

的多项式型样条,它是L1空间的2n维子空间. 函数类Sr
2n(r =

0, 1, 2, · · · )在点

tk,r =





2k − 1
2n

π r为偶数

k − 1
n

π r为奇数

上满足对任意数组(η1, · · · , η2n)有唯一的σ(t) ∈ Sr
2n使

σ (tk,r) = ηk, k = 1, · · · , 2n.
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文献[6]中证明了Sr
2n是W r

∗H0
M在L1内的2n维最优子空间, 即

d2n

(
W r
∗H0

M , L1

)
= E

(
W r
∗H0

M , Sr−1
2n

)
= ‖ϕn,r‖(N) .

下面令L1的(2n + 1) + r维子空间为

L(2n+1)+r = Sr−1
2n ⊕ Pr ⊕ span {Dr} .

则有如下定理.

定定定理理理2.2 L(2n+1)+r是W rL∗M在L1内的(2n + 1) + r维渐近最优子空间, 即

d(2n+1)+r (W rL∗M , L1) = E
(
W rL∗M ,L(2n+1)+r

) ≈ 2r ‖ϕn,r‖(N) (n →∞).

证证证 令

hr(x) =
1
π

∫ 2π

0

Dr(x− t)h(t)dt,

其中‖h‖∞ ≤ 1, h ⊥ Sr−1
2n , 显然有

∫ 2π

0
h(t)dt = 0. 下面先证

sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr(t)− hr(0)‖(N) = ‖ϕn,r‖(N) . (3)

由文献[6]可知, 对任意hr(t)及ψ ∈ S0
2n有

∫ 2π

0

h′r(t)ψ(t)dt = 0.

由分部积分计算可得

∫

∆k

hr(t)dt = 0, ∆k =
(

k − 1
n

π,
k

n
π

)
, k = 1, · · · , 2n.

令

h∗r(t) =
∫ t

0

h′r(u)du = hr(t)− hr(0),

由文献[6]可得

|h∗r(t)| = |hr(t)− hr(0)| ≤ |ϕn,r(t)| ,

从而

sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr(t)− hr(0)‖(N) ≤ ‖ϕn,r‖(N) .

另一方面, 若hr(t)满足补充条件

‖hr‖(N) =: M1(hr)(N) = min
λ

sup
ρ(u,M)≤1

∣∣∣∣
∫ 1

−1

(hr(t)− λ)u(x)dx

∣∣∣∣ ,
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则有

sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr‖(N)=M1(hr)(N)

‖hr‖(N) ≤ sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr(t)− hr(0)‖(N) .

文献[6]中证得

sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr‖(N)=M1(hr)(N)

‖h‖(N) = ‖ϕn,r‖(N) .

因此有

sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr(t)− hr(0)‖(N) ≥ ‖ϕn,r‖(N) .

式(3)得证.

首先令L2n+1 = Sr−1
2n ⊕ span {Dr}, 结合文献[3]中定理2的方法可以证明

E (W r
∗L∗M ,L2n+1)1 ≤ ‖ϕn,r‖(N) .

事实上, 任取f ∈ W r
∗HM , 即f =

a0

2
+ π−1Dr ∗ ϕ,ϕ ∈ HM . 令

g(x) = f(x)−
{

a0

2
+ Dr(x) · 1

π

∫ 2π

0

ϕ(t)dt

}
,

则

E(g, Sr−1
2n )1 = sup

‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

∫ 2π

0

g(x)h(x)dx

= sup
h

∫ 2π

0

{
1
π

∫ 2π

0

{Dr(x− t)−Dr(x)}ϕ(t)dt

}
h(x)dx

= sup
h

∫ 2π

0

{
1
π

∫ 2π

0

{Dr(x− t)−Dr(x)}h(x)dx

}
ϕ(t)dt

≤ sup
h

∥∥∥∥
1
π

∫ 2π

0

{Dr(x− t)−Dr(x)}h(x)dx

∥∥∥∥
(N)

‖ϕ‖M

≤ sup
‖h‖∞≤1

h⊥Sr−1
2n

‖hr(t)− hr(0)‖(N)

= ‖ϕn,r‖(N) .

于是

E(f,L2n+1)1 ≤ E(g, Sr−1
2n )1 ≤ ‖ϕn,r‖(N) ,

所以E(W rL∗M ,L2n+1)1 ≤ ‖ϕn,r‖(N)成立.
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接下来研究L(2n+1)+r = L2n+1 ⊕Pr对类W rL∗M的平均逼近. 由于f ∈ W rL∗M [−π, π]可以分
解为f = φ + πr, φ ∈ W r

∗HM , πr ∈ Pr, 故

E(f,L(2n+1)+r)1 ≤ E(φ,L2n+1)1 ≤ ‖ϕn,r‖(N) ,

又因为
∥∥∥ϕ[ 2n+1+r

2 ],r

∥∥∥
(N)

≤ d2n+1+r

(
W r
∗H0

M , L1

) ≤ d2n+1+r (W rL∗M , L1) ≤ sup
f

E
(
f,L(2n+1)+r

)
1
,

即有 ∥∥∥ϕ[ 2n+1+r
2 ],r

∥∥∥
(N)

≤ E
(
W rL∗M ,L(2n+1)+r

)
1
≤ ‖ϕn,r‖(N) .

由定理2.1可知

lim
n→∞

E
(
W rL∗M ,L(2n+1)+r

)
1

d2n+1 (W rL∗M , L1)
= 1, (n →∞).

定理2.2证毕.
接下来考虑分别研究三种宽度的对偶形式.
定定定理理理2.3

dn (W rL∞, L∗M ) ≈ d′n (W rL∞, L∗M ) ≈ 2r ‖ϕn,r‖M , (n →∞)

d2n−1 (W rL∞, L∗M ) = ‖ϕn,r‖M .

证证证 由文献[7]中结论结合文献[5]中的方法可证得

sup
f∈W r∗H0∞

∥∥f − σr−1
2n

∥∥
M
≤ ‖ϕn,r‖M .

这里σr−1
2n (f, x)是函数f(x) ∈ Sr−1

2n 的插值样条, 插值点为{tk,r−1} .σr−1
2n (f, x)可表示为

σr−1
2n (f, x) =

2n∑

i=1

f (ti,r−1) Li(x),

其中Li(x)表示基本样条, 即Li (tk,r−1) = δi,k, (i, k = 1, 2, . . . , 2n).
对∀f(x) ∈ W r

∗H0
M有

σr−1
2n (f, x) =

a0

2
+

1
π

∫ 2π

0

f (r)(t)

{
2n∑

i=1

Li(x)Dr(ti,r−1 − t)

}
dt,

因此

f(x)− σr−1
2n (f, x) =

1
π

∫ 2π

0

f (r)(t)

{
Dr(x− t)−

2n∑

i=1

Li(x)Dr(ti,r−1 − t)

}
dt.

利用文献[7]能够证明可以找到一个函数Fn,r(x)使

Kn,r(x, t) = Dr(x− t)−
2n∑

i=1

Li(x)Dr(ti,r−1 − t) + Fn,r(x),
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且满足
1
π

∫ 2π

0

|Kn,r(x, t)|dt ≤ |ϕn,r(x)| .

对于∀f ∈ W r
∗H∞,有f =

a0

2
+ π−1Dr ∗ ϕ,ϕ ∈ H∞,且

∣∣∣∣f(x)− σr−1
2n (f, x) +

1
π

∫ 2π

0

ϕ(t)dt · Fn,r(x)
∣∣∣∣ ≤ |ϕn,r(x)| .

由此 ∥∥∥∥f(x)− σr−1
2n (f, x) +

1
π

∫ 2π

0

ϕ(t)dt · Fn,r(x)
∥∥∥∥

M

≤ ‖ϕn,r(x)‖M .

下面考虑对∀f ∈ W rL∞, 由函数分解可知f = φ + πr, φ ∈ W r
∗H∞, πr ∈ Pr,

∥∥∥∥f(x)− πr(x)− σr−1
2n (φ, x) +

1
π

∫ 2π

0

fr(t)dt · Fn,r(x)
∥∥∥∥

M

≤ ‖ϕn,r(x)‖M .

于是

d2n+1+r (W rL∞, L∗M ) ≤ ‖ϕn,r(x)‖M .

又因为W r
∗H0

∞ ⊂ W rL∞, 结合定理B及文献[3]中定理4的计算方法有
∥∥∥φ[ 2n+1+r

2 ],r

∥∥∥
M

= d2n+1+r

(
W r
∗H0

∞, L∗M
) ≤ d2n+1+r (W rL∞, L∗M ) .

故

dn (W rL∞, L∗M ) ≈ 2r ‖ϕn,r‖M (n →∞).

注意到

πr(x) + σr−1
2n (φ, x) +

1
π

∫ 2π

0

fr(t)dt · Fn,r(x)

线性依赖于f , 即得
d′n (W rL∞, L∗M ) ≈ 2r ‖ϕn,r‖M , (n →∞).

由文献[8]可得

d2n−1 (W rL∞, L∗M ) ≤ sup
f∈W rL∞

f⊥Tn

‖f‖M = ‖ϕn,r‖M ,

其中Tn ∈ L∗M为阶数不超过n− 1的三角多项式.
定定定义义义2.2 Qn表示以2π为周期的函数类, 且满足对∀f(x) ∈ Qn, 存在点x0 < x1 < . . . <

xN = x0 + 2π, 1 ≤ N ≤ 2n. 满足对每一个区间[xi−1, xi]上f(x) = εi, εi = ±1.

令f(x) ∈ Qn,且在区间[0, 2π]上的平均值为0,令fr(x)为函数f(x)的r阶周期积分, 由文
献[4]的推论3可得

‖ϕn,r‖M ≤ ‖fr‖M .

对L∗M中任意不包含常数的子空间L2n, 由文献[4], 存在一个函数F (x) ∈ L2n 满足F (r)(x) ∈ Qn.

于是

‖ϕn,r‖M ≤ ‖F‖M ≤ d2n−1 (W rL∞, L∗M ) .
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因此

d2n−1 (W rL∞, L∗M ) = ‖ϕn,r‖M .

定理2.3证毕.
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N width of some differentiable function classes
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Abstract: In this paper, with the help of Jensen’s inequality, spline function and other tools, the

Kolmogorov width of the aperiodic function class W rL∗M whose domain is [−π, π] in Orlicz space is

studied in L1 Asymptotically exact estimation and its asymptotically optimal subspace. Further, for

the dual form of this function class, in the dual space L∞ space of L1space, its Kolmogorov width, the

asymptotic of linear width are discussed Near-exact estimates, in particular, give exact estimates of

the Gelfand width dual form.
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