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B-矩阵线性互补问题解的误差界新估计式

周翠玲, 莫宏敏∗

(吉首大学 数学与统计学院, 湖南吉首 416000)

摘 要: 根据P -矩阵的子类B-矩阵的定义和性质, 利用严格对角占优M -矩阵的逆的
无穷大范数的上界估计式和不等式的放缩技巧, 得到了B-矩阵线性互补问题解的误差
界新估计式. 理论分析和数值例子说明, 新估计式改进了现有文献的相关结果.
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§1 引 言

线性互补问题应用广泛, 如力学中的接触力学问题, 经济学中的期权定价问题, 工程学中的
流体弹性动态润滑问题等都可以转化为线性互补问题来进行求解(见文献[1-2]). 线性互补问题
的数学模型为找到解x ∈ Rn, 使得

Mx + q > 0,x > 0, (Mx + q)Tx = 0,

记为LCP(M , q), 其中M = (mij) ∈ Rn×n为给定实矩阵, q ∈ Rn为给定实向量．

2006年, 文献[3]给出当矩阵M为P -矩阵时, 其相应线性互补问题解的误差界
‖x− x∗‖∞ 6 max

d∈[0,1]n

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ ‖r(x)‖∞ ,

其中x∗是LCP(M , q)的解, r(x) = min {x,Mx + q}, d ∈ [0, 1]n表示d为分量di ∈ [0, 1]的区间
向量, D = diag(d1, d2, . . . , dn). 近年来, 国内外学者基于文献[3]的研究, 对P -矩阵的子类矩阵
线性互补问题解的误差界估计进行了系列研究, 获得了一些较好的误差界估计式(见文献[4-10]).
本文利用文献[11]中的结果, 对P -矩阵的子类矩阵B-矩阵线性互补问题解的误差界进行了进
一步研究, 得到了B-矩阵线性互补问题解的误差界新估计式. 理论分析证明新估计式优于文
献[6-7]中的已有结果, 数值算例也验证了结果的有效性.

首先介绍定义和有关结论.
定定定义义义1.1[12] 设A = (aij) ∈ Rn×n, 若

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij |,∀i ∈ N,
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则称A为严格对角占优矩阵. 若aij 6 0(i 6= j), i, j ∈ N, 则称A为Z-矩阵. 若A为Z-矩阵
且A−1 > 0, 则称A为M -矩阵.

定定定义义义1.2[4] 设M = (mij) ∈ Rn×n, 若对任意的i, j ∈ N, j 6= i, 有

∑

k∈N

mik > 0,
1
n

(∑

k∈N

mik

)
> mij ,

则称M为B-矩阵.

命命命题题题1.1[5] 设M = (mij) ∈ Rn×n, 且M = B+ + C, 其中

B+ = (bij) =




m11 − r+
1 · · · m1n − r+

1

...
. . .

...
mn1 − r+

n · · · mnn − r+
n


 , C =




r+
1 · · · r+

1

...
. . .

...
r+
n · · · r+

n


 , (1)

r+
i = max{0,mij |j 6= i}, 则M为B-矩阵当且仅当B+为具有正对角元的严格对角占优M -矩阵.

在文献[5]中, Peña等给出B-矩阵线性互补问题解的误差界估计式: 设M = (mij) ∈
Rn×n为B-矩阵, 且M = B+ + C, 其中B+ = (bij) 如(1) 式所示, 则

max
d∈[0,1]n

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ ≤ n− 1

min {β, 1} , (2)

其中β = min
i∈N

{βi} , βi = bii −
n∑

j=1,j 6=i

|bij |.

当矩阵B+的对角占优性很弱时, β为一个很小的值, 则相应解的误差界(2)就会是一个很大
的值. 为了改进(2)式, Li等在文献[6]中得到以下新误差界估计式: 设M = (mij) ∈ Rn×n为B-矩
阵, 且M = B+ + C, 其中B+ = (bij)如(1) 式所示, 则

max
d∈[0,1]n

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ ≤ n− 1

min
{ −

β1, 1
} +

n∑

i=2

n− 1

min
{−

βi, 1
}

i−1∏

j=1


1 +

1
−
βj

n∑

k=j+1

|bjk|

,

(3)
其中

−
βi = bii −

n∑

j=i+1

|bij |li(B+), lk(B+) = max
k≤i≤n





1
|bii|

n∑

j=k,j 6=i

|bij |


 .

在文献[7]中, Li等给出: 若M = (mij) ∈ Rn×n为B-矩阵, 则矩阵M是弱链对角占优B-矩
阵, 并给出以下误差界新估计式: 设M = (mij) ∈ Rn×n为B-矩阵, 且M = B+ + C, 其
中B+ = (bij)如(1)式所示, 则

max
d∈[0,1]n

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ 6

n∑

i=1


 n− 1

min{
∼
βi, 1}

i−1∏

j=1

bjj
∼
βj


, (4)

其中
∼
βi = bii −

n∑

j=i+1

|bij | > 0,

且规定
0∏

j=1

bjj
∼
βj

= 1.

下面继续对B-矩阵线性互补问题解的误差界估计进行研究, 给出B-矩阵线性互补问题解的
误差界新估计式.
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§2 主要结果

为研究需要, 引入以下符号: 设A = (aij) ∈ Rn×n, 记

ui(A) =

n∑
j=i+1

|aij |

|aii| ; bk(A) = max





n∑
j 6=i+k,k≤j≤n

|ai+k,j |

|ai+k,i+k| , i = 1, · · · , n− k





, k = 1, · · · , n;

pk(A) = max





|ai+k,k|+
n∑

h=k+1,h 6=i+k

|ai+k,h| bk(A)

|ai+k,i+k| , i = 1, · · · , n− k





, k = 1, · · · , n;

rli(A) =
|ali|

|all| −
n∑

k 6=l,i

|alk|
; ri(A) = max

l 6=i
{rli(A)}, l 6= i, i ∈ N;

mji(A) =

|aji|+
n∑

k 6=j,i

|ajk| ri(A)

|ajj | ; wji(A) =

|aji|+
n∑

k 6=j,i

|ajk|mki(A)

|ajj | , j 6= i, i, j ∈ N.

引引引理理理2.1(见[11, p11]) 设A = (aij) ∈ Rn×n是严格对角占优M -矩阵, 则

∥∥A−1
∥∥
∞ ≤ max





1

a11 −
n∑

j 6=1

|a1j |wj1(A)
+

n∑

i=2


 1

aii(1− ui(A)pi(A))

i−1∏

j=1

uj(A)
1− uj(A)pj(A)


 ,

p1(A)

a11 −
n∑

j 6=1

|a1j |wj1(A)
+

n∑

i=2


 pi(A)

aii(1− ui(A)pi(A))

i−1∏

j=1

1
1− uj(A)pj(A)








.

引引引理理理2.2(见[8, p2]) 设γ > 0且η ≥ 0, 则对任意的x ∈ [0, 1], 有
1

1− x + γx
≤ 1

min {γ, 1} ,
ηx

1− x + γx
≤ η

γ
.

引引引理理理2.3(见[9, p4]) 设A = (aij) ∈ Rn×n, 且

aii >
n∑

k=i+1

|aik|, ∀i ∈ N,

则对任意的xi ∈ [0, 1], i ∈ N, 有
1− xi + aiixi

1− xi + aiixi −
n∑

k=i+1

|aik|xi

≤ aii

aii −
n∑

k=i+1

|aik|
.

定定定理理理2.1 设M = (mij) ∈ Rn×n为B-矩阵, 且M = B+ + C, 其中B+ = (bij)如(1)式所
示, 则

max
d∈[0,1]n

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞

≤ max
{

(n− 1)
min {α1(B+), 1}+

n∑

i=2




(n− 1)

min
{ ∧

βi, 1
}

i−1∏

j=1

n∑
k=j+1

|bjk|
∧
βj


,
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(n− 1)p1(B+)
min {α1(B+), 1} +

n∑

i=2




(n− 1) pi(B+)

min
{ ∧

βi, 1
}

i−1∏

j=1

bjj

∧
βj








, (5)

其中
∧
βi = bii −

n∑
j=i+1

|bij | pi(B+), α1(B+) = b11 −
n∑

j 6=1

|b1j |wj1(B+).

证证证 设MD = I −D + DM , 则有

MD = I −D + DM

= I −D + D(B+ + C) = (I −D + DB+) + DC = B+
D + CD,

其中B+
D = I−D +DB+, CD = DC.根据文献[5]中定理2.2的证明,知B+

D为严格对角占优M -
矩阵, 具有正的主对角元, 且

∥∥MD
−1

∥∥
∞ ≤

∥∥∥∥
(
I + (B+

D)−1CD

)−1
∥∥∥∥
∞

∥∥∥(B+
D)−1

∥∥∥
∞
≤ (n− 1)

∥∥∥(B+
D)−1

∥∥∥
∞

. (6)

下面求
∥∥∥(B+

D)−1
∥∥∥
∞
的上界. 由引理2.1有

∥∥∥(B+
D)−1

∥∥∥
∞
≤ max





1

1− d1 + b11d1 −
n∑

j 6=1

d1 |b1j |wj1(B
+
D)

+

n∑

i=2


 1

(1− di + biidi)(1− ui(B
+
D)pi(B

+
D))

i−1∏

j=1

uj(B
+
D)

1− uj(B
+
D)pj(B

+
D)


,

p1(B
+
D)

1− d1 + b11d1 −
n∑

j 6=1

d1 |b1j |wj1(B
+
D)

+

n∑

i=2


 pi(B

+
D)

(1− di + biidi)(1− ui(B
+
D)pi(B

+
D))

i−1∏

j=1

1
1− uj(B

+
D)pj(B

+
D)






 , (7)

根据引理2.2, 对∀i, j, k ∈ N, 有

bk(B+
D) = max





n∑
j 6=i+k,k≤j≤n

|bi+k,j |di+k

1− di+k + bi+k,i+kdi+k




≤ max





n∑
j 6=i+k,k≤j≤n

|bi+k,j |

bi+k,i+k





= bk(B+), (8)

pk(B+
D) = max





|bi+k,k| di+k +
n∑

h=k+1,h 6=i+k

|bi+k,h| di+kbk(B+
D)

1− di+k + bi+k,i+kdi+k





≤ max





|bi+k,k|+
n∑

h=k+1,h 6=i+k

|bi+k,h| bk(B+)

bi+k,i+k





= pk(B+), (9)

ri(B
+
D) = max

l 6=i





|bli| dl

(1− dl + blldl)−
n∑

k 6=l,i

|blk| dl




≤ max

l 6=i





|bli|
bll −

n∑
k 6=l,i

|blk|





= ri(B+), (10)
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mji(B
+
D) =

|bji| dj +
n∑

k 6=j,i

|bjk| djri(B
+
D)

1− dj + bjjdj
≤
|bji|+

n∑
k 6=j.i

|bjk|ri(B+)

bjj
= mji(B+), (11)

wji(B
+
D) =

|bji| dj +
n∑

k 6=j,i

|bjk| djmki(B
+
D)

1− dj + bjjdj
≤
|bji|+

n∑
k 6=j,i

|bjk|mki(B+)

bjj
= wji(B+). (12)

又根据引理2.2和(12)式有
1

1− d1 + b11d1 −
n∑

j 6=1

|b1j | d1wj1(B
+
D)

≤ 1

min

{
b11 −

n∑
j 6=1

|b1j |wj1(B
+
D), 1

}

≤ 1

min

{
b11 −

n∑
j 6=1

|b1j |wj1(B+), 1

} =
1

min {α1(B+), 1} , (13)

根据引理2.2和(9)式有
1

(1− di + biidi)(1− ui(B
+
D)pi(B

+
D))

=
1

(1− di + biidi)−
n∑

j=i+1

|bij |dipi(B
+
D)

≤ 1

min

{
bii −

n∑
j=i+1

|bij | pi(B
+
D), 1

}

≤ 1

min

{
bii −

n∑
j=i+1

|bij | pi(B+), 1

} =
1

min
{ ∧

βi, 1
} , (14)

uj(B
+
D)

1− uj(B
+
D)pj(B

+
D)

=

n∑
k=j+1

|bjk| dj

1− dj + bjjdj −
n∑

k=j+1

|bjk| djpj(B
+
D)

≤

n∑
k=j+1

|bjk|

bjj −
n∑

k=j+1

|bjk|pj(B+)
=

n∑
k=j+1

|bjk|
∧
βj

, (15)

根据引理2.3和(9)有
1

1− uj(B
+
D)pj(B

+
D)

=
1− dj + bjjdj

1− dj + bjjdj −
n∑

k=j+1

|bjk| djpj(B
+
D)

≤ bjj

bjj −
n∑

k=j+1

|bjk| pj(B+)
=

bjj

∧
βj

. (16)

于是, 根据(9)式和(13)-(16)式有

∥∥∥(B+
D)−1

∥∥∥
∞
≤ max

{
1

min {α1(B+), 1}+
n∑

i=2




1

min
{ ∧

βi, 1
}

i−1∏

j=1

n∑
k=j+1

|bjk|
∧
βj


,
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p1(B+)
min {α1(B+), 1} +

n∑

i=2




pi(B+)

min
{ ∧

βi, 1
}

i−1∏

j=1

bjj

∧
βj








. (17)

综上所述, 由(6)式和(17)式成立知(5)式成立, 故定理2.1得证.

下面对(3)式, (4)式, 及(5)式进行理论上的比较.

定定定理理理2.2 设M = (mij) ∈ Rn×n为B-矩阵, 且M = B+ + C, 其中B+ = (bij)如(1)式所
示, 那么

max
{

(n− 1)
min {α1(B+), 1}+

n∑

i=2




(n− 1)

min
{ ∧

βi, 1
}

i−1∏

j=1

n∑
k=j+1

|bjk|
∧
βj


,

(n− 1)p1(B+)
min {α1(B+), 1} +

n∑

i=2




(n− 1) pi(B+)

min
{ ∧

βi, 1
}

i−1∏

j=1

bjj

∧
βj








≤ n− 1

min
{ −

β1, 1
} +

n∑

i=2

n− 1

min
{−

βi, 1
}

i−1∏

j=1


1 +

1
−
βj

n∑

k=j+1

|bjk|



≤
n∑

i=1

n− 1

min{
∼
βi, 1}

i=1∏

j=1

bjj
∼
βj

. (18)

其中
−
βi与

∼
βi分别如(3)式与(4)式所示, α1(B+)和

∧
βi如(5)式所示.

证证证 根据B+为具有正对角元的严格对角占优矩阵, 易知0 < wj1(B+) ≤ l1(B+) < 1,

0 < pi(B+) ≤ li(B+) < 1, i ∈ N , 故有
−
β1 = b11 −

n∑

j=2

|b1j |l1(B+) ≤ b11 −
n∑

j 6=1

|b1j |wj1(B+) = α1(B+),

−
βi = bii −

n∑

j=i+1

|bij |li(B+) ≤ bii −
n∑

j=i+1

|bij | pi(B+) =
∧
βi,

∼
βi = bii −

n∑

j=i+1

|bij | ≤ bii −
n∑

j=i+1

|bij |li(B+) =
−
βi,

进而有
1

min {α1(B+), 1} ≤
1

min
{ −

β1, 1
} , (19)

1

min
{ ∧

βi, 1
} ≤ 1

min
{−

βi, 1
} , (20)

1

min
{−

βi, 1
} ≤ 1

min
{∼

βi, 1
} , (21)
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且对任意的1 ≤ j ≤ n− 1, 有
n∑

k=j+1

|bjk|
∧
βj

≤ 1 +
1
−
βj

n∑

k=j+1

|bjk|, (22)

bjj

∧
βj

≤
bjj −

n∑
k=j+1

|bjk|lj(B+) +
n∑

k=j+1

|bjk|lj(B+)

−
βj

=

−
βj +

n∑
k=j+1

|bjk|lj(B+)

−
βj

= 1 +

n∑
k=j+1

|bjk|lj(B+)

−
βj

≤ 1 +
1
−
βj

n∑

k=j+1

|bjk|, (23)

1 +
1
−
βj

n∑

k=j+1

|bjk| ≤ 1 +
1
∼
βj

n∑

k=j+1

|bjk| = 1
∼
βj

(
∼
βj +

n∑

k=j+1

|bjk|) =
bjj
∼
βj

. (24)

于是由0 < pi(B+) < 1, (19)-(20)式, 以及(22)-(23)式知(18)式的第一个不等式成立; 由(21)式
和(24)式知(18)式的第二个不等式成立; 故(18)式成立, 定理2.2得证.

§3 数值算例
例例例3.1 考虑B-矩阵

Mk =




1.5 0.5 0.4 0.5

−0.1 1.7 0.7 0.6

0.8 −0.1 k
k+1 1.8 0.7

0 0.7 0.8 1.8


,

其中k ≥ 1. Mk = B+
k + Ck, 其中

B+
k =




1 0 −0.1 0

−0.8 1 0 −0.1

0 −0.1 k
k+1 − 0.8 1 −0.1

−0.8 −0.1 0 1


.

根据(4)式求得

max
d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤

4∑

i=1




3

min
{∼

βi, 1
}

i−1∏

j=1

bjj
∼
βj


 ≈ 15.2675.

根据(3)式求得
当k = 1时, max

d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 14.8064;

当k = 2时, max
d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 14.8229;

· · · · · ·
当k = 100时, max

d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 14.8550;

· · · · · ·
当k = ∞时, max

d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 14.8560.

根据(5)式求得
当k = 1时, max

d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 10.0404;

当k = 2时, max
d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 10.2566;

· · · · · ·
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当k = 100时, max
d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 10.6867;

· · · · · ·
当k = ∞时, max

d∈[0,1]4

∥∥(I −D + DMk)−1
∥∥
∞ ≤ 10.7001.

综上, (5)式优于(3)-(4)式.
例例例3.2 考虑B-矩阵

M =




1.3 0.3 0.2 0.3 0.2 0.3 0.2 0.3 0.2 0.3

0 1.4 0.4 0.3 0.4 0.3 0.4 0.3 0.4 0.3

0.4 −0.1 1.4 0.3 0.3 0.4 0.3 0.4 0.3 0.4

0.5 0.4 0.5 1.5 0.5 0.4 0.5 0.4 0.5 0.4

0.4 0.6 0.5 0.6 1.6 0.6 0.5 0.6 0.5 0.6

0.5 −0.1 0.5 0.4 0.5 1.5 0.5 0.4 0.5 0.4

0.1 0.2 0.3 0.3 0.2 0.3 1.3 0.3 0.2 0.3

−0.1 0.2 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2 1.2 0.2 0.1

0.1 −0.4 0.1 0 0.1 0.1 0 0.1 1.1 0.1

0.1 0.2 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.2 0.3 1.3




,

M = B+ + C, 其中

B+ =




1 0 −0.1 0 −0.1 0 −0.1 0 −0.1 0

−0.4 1 0 −0.1 0 −0.1 0 −0.1 0 −0.1

0 −0.5 1 −0.1 −0.1 0 −0.1 0 −0.1 0

0 −0.1 0 1 0 −0.1 0 −0.1 0 −0.1

−0.2 0 −0.1 0 1 0 −0.1 0 −0.1 0

0 −0.6 0 −0.1 0 1 0 −0.1 0 −0.1

−0.2 −0.1 0 0 −0.1 0 1 0 −0.1 0

−0.3 0 −0.1 0 0 −0.1 0 1 0 −0.1

0 −0.5 0 −0.1 0 0 −0.1 0 1 0

−0.2 −0.1 0 0 0 0 0 −0.1 0 1




.

应用(4)式求得 max
d∈[0,1]10

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ ≤ 756.4076.

应用(3)式求得 max
d∈[0,1]10

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ ≤ 520.7391.

而应用(5)式求得 max
d∈[0,1]10

∥∥(I −D + DM)−1
∥∥
∞ ≤ 68.7210.

显然, (5)式比(3)-(4)式更精确.
例例例3.3 考虑三对角矩阵M ∈ Rn×n:

M =




b + α sin( 1
n ) c

a b + α sin( 2
n ) c

. . . . . . . . .

a b + α sin(n−1
n ) c

a b + α sin(1)




.

当b = 2.2, a = −1.5, c = −0.5, α = 1
n2时, M为B-矩阵, 因此, 可应用(3)-(5)式对B-矩阵

线性互补问题解的误差界进行估计, 具体结果见表1.

表1 max
d∈[0,1]n

∥∥(I −D + DM)−1∥∥
∞的上界

n n = 10 n = 20 n = 50 n = 100 n = 400

(4)式 371.2869 1.1124e+04 6.6054e+07 5.2996e+13 8.3539e+47

(3)式 356.0571 1.0101e+04 5.0242e+07 2.9960e+13 7.9581e+46

(5)式 259.9763 5.8258e+03 1.3226e+07 2.1130e+12 2.0701e+42

由表1知应用(5)式所得的结果比应用(3)-(4)式所得的结果要小, 故(5)式比(3)-(4)式更精确.
上述数值算例充分说明: 本文所获得的结论改进了文献[6]中的定理4, 文献[7]中的定理2.
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Error bounds for linear complementarity problems of B-matrices
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Abstract: According to the definition and properties of the subclass of P -matrices B-matrices,

a new estimate of the error bounds for the linear complementarity problem of B-matrices is obtained

by using the upper bound estimation of the inverse infinite norm of a strictly diagonally dominant

M -matrices and the scaling technique of inequality. Theoretical analysis and numerical examples show

that the new estimate improves the relevant results in the existing literature.
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