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稀疏低秩矩阵优化模型及其在

语音去噪中的应用
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摘 要: 为了更好地恢复低秩稀疏结构的矩阵, 提出了一种改进的稀疏低秩矩阵优化
模型. 不同于单纯地在目标中加入核范数和l1范数来保证目标矩阵的低秩性和稀疏性,
该模型一是通过加入稀疏性约束以更加严格地保证了目标矩阵的稀疏性, 二是通过加
入线性约束以刻画目标矩阵中可能存在的先验信息. 为求解该非凸非光滑模型, 首先
利用精确罚函数将原模型转化为一个约束DC(两个凸函数之差)优化模型, 其次将其线
性化为凸子问题, 并用交替方向乘子法求解该子问题. 在一定的假设条件下, 该算法具
有全局收敛性. 数值实验表明该模型在语音去噪问题上具有良好的效果.
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§1 相关工作

近年来, 随着大数据时代的到来, 数据的处理也随之成为一个令人棘手的问题, 其中数据的
恢复是很多学者比较关心的问题. 目前许多问题的核心就是如何根据已知的样本矩阵来恢复目
标矩阵, 并且这个目标矩阵一般是具有稀疏, 低秩结构的. 稀疏, 低秩矩阵的恢复在机器学习, 稀
疏编码[1], 压缩传感[2-3], 信号处理[4], 推荐系统[5-6], 基因学[7]等领域均有广泛应用. 为估计具有
稀疏和低秩结构的目标矩阵, 文献[8]中提出模型SLR(Sparse Low-Rank Model)

arg min
X∈Rm×n

{
1
2
‖Y −X‖2F + λ0‖X‖∗ + λ1‖X‖1

}
, (1)

其中Y ∈ Rm×n是给定的数据矩阵, X ∈ Rm×n是待估计矩阵, ‖·‖∗是矩阵的核范数(即‖X‖∗ =∑rank(X)
i=1 σi(X), 其中σi(X)是矩阵X的第i大奇异值), 它是用来促进待估计矩阵X的低秩性,

‖·‖1表示矩阵的l1范数(即‖X‖1 =
m∑

i=1

n∑
j=1

|Xij | ), 它是用来促进矩阵X的稀疏性, λi ≥ 0, i =
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0, 1 是正则化参数. 在Richard等人[8]提出的SLR模型的基础上, 文献[9]给出了改进模型ISLR
(Improved Sparse Low-Rank Model)

arg min
X∈Rm×n





1
2
‖Y −X‖2F + λ0

k∑

i=1

φ(σi(X); a0) + λ1

m∑

i=1

n∑

j=1

φ(Xi,j ; a1)



 , (2)

其中k = min(m,n), φ : R → R是一个参数化的非凸惩罚函数, 选取恰当的参数a0, a1以保证模

型(2)是强凸的.
稀疏低秩优化模型也是语音去噪问题的重要模型[10-11]. 在如今的信息化时代, 语音信

号[12-13]是人类最基本的交流方式. 生活中, 从移动电话到微信聊天都可以看到语音信号的广泛
应用, 但是通常语音信号会受到噪音的干扰, 那么如何对含有噪音的语音进行高效的去噪就显得
尤为重要了.

实际上, 语音去噪的本质就是将语音信号从带噪信号中恢复出来. 本文数值实验部分的主
要目标是从如下的含有高斯白噪声的矩阵Y ∈ Rm×n中经过一定的方法估计出低秩稀疏目标矩

阵X ∈ Rm×n,

Y = X + W,

其中W ∈ Rm×n为高斯白噪声矩阵.

§2 模型建立及文章贡献
2.1 模模模型型型建建建立立立

虽然运用模型(1), (2)逼近的目标矩阵是低秩稀疏的, 但对于一些实际问题, 目标矩阵
可能存在一些先验信息, 或者对目标矩阵的稀疏度有更严格的要求. 基于此, 提出优化模
型SSLR(Strictly Sparse Low-Rank Model)

min 1
2‖Y −X‖2F + ρ‖X‖∗

s.t. A(X) = b,

‖X‖0 ≤ r,

(3)

其中Y ∈ Rm×n是给定的矩阵, X ∈ Rm×n是待估计的低秩稀疏矩阵, ‖X‖∗的目的是保证待估计
矩阵X的低秩性, ρ ∈ R是非负正则化参数, ‖X‖0表示X中非零元素个数, r ≤ m× n是给定的正

整数, 模型中的不等式‖X‖0 ≤ r的成立严格保证X的稀疏性. 线性映射A : Rm×n → R|J|定义为

A(X) =




〈A1, X〉
〈A2, X〉

...〈
A|J|, X

〉




,

其中基数|J | = t, 且正整数t ≤ m× n, 〈Ad, X〉 := Xid,jd
, d = 1, . . . , t, Ad ∈ Rm×n的具体形式为

(Ad)ij =

{
1, (i, j) = (id, jd),
0, 其它.

(4)

右端向量b = (b1, . . . , b|J|)T ∈ R|J|, 指标集J为

J = {(id, jd) |d = 1, . . . , t} .
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2.2 贡贡贡献献献及及及文文文章章章结结结构构构

本文提出的模型(3)与文献[8], 文献[9]提出的模型(1), (2) 相比, 不仅在目标中加入核范数惩
罚项以促进目标矩阵的低秩性, 还在约束条件中加入稀疏约束‖X‖0 ≤ r以严格保证X的稀疏性.
与此同时, 考虑到目标语音信号中存在某些特殊的结构, 即目标矩阵存在一些先验信息, 如某些
位置的元素是已知的, 所以在模型(3)中加入了线性约束A (X) = b.

为求解该非凸非光滑模型(3), 利用精确罚函数将原模型转化为一个约束DC(两个凸函数之
差)优化模型, 并证明了DC罚函数的精确性. 用交替方向乘子法解决线性化后的凸子问题并证明
了此算法具有全局收敛性, 数值实验表明了该模型和算法的优越性.

2.3 符符符号号号和和和记记记号号号说说说明明明

为了方便起见, 这里给出下文所需的一些符号定义. 定义J的补集J = {(i, j) |(i, j) /∈ J,

i = 1, ..., m, j = 1, ..., n}. 对于任意的向量x, y ∈ Rn, 任意矩阵A,B ∈ Rm×n, 定义内积

〈x, y〉 = xTy, 〈A,B〉 = trace(ATB).

文中其余部分安排如下: §3给出了DC函数的基本知识并将本文模型转化为DC罚函数问题,
给出转化后的问题的KKT条件以及DC罚函数的精确性的详细证明; §4采用交替方向乘子法解
决子问题; §5给出了收敛性分析; §6进行了数值实验及数值结果分析; 总结在§7给出.

§3 预备知识
3.1 DC函函函数数数

对于稀疏结构的向量版优化问题也已经被很多学者广泛关注[14-15], 其稀疏约束一般表示为

‖w‖0 ≤ r,

其中w ∈ Rn, r ≤ n. 由于l0范数的非凸性和不连续性, 导致很多稀疏结构的优化问题非常难
于求解. 为了使得所求问题便于求解, 通常将l0范数约束转化l1或者lp范数约束的优化问题. 最
近Gotoh等人在文献[14]中提出了用一个DC函数(两个凸函数的差)来代替l0范数的不等式约束,
具体来讲就是写成两个范数差的等式约束:

‖w‖1 − ‖w‖(r) = 0,

其中

‖w‖1 =
∑n

i=1
|wi|

是向量w 的l1范数, ‖w‖(r)是向量w中元素的绝对值的前r大的和, 也就是说, 如果向量w的元素

的绝对值按降序排列为

|w1| ≥ |w2| ≥ · · · ≥ |wn| ,
则

‖w‖(r) =
∑r

i=1
|wi|.

与文献[14]类似, 本文将模型(3)中的约束‖X‖0 ≤ r等价的转化成DC函数约束

‖X‖1 − ‖X‖(r) = 0. (5)

再利用精确罚函数来处理变换后的等式约束(5), 将原问题(3)转化为惩罚DC函数问题

min 1
2 ‖Y −X‖2F + ρ‖X‖∗ + c(‖X‖1 − ‖X‖(r))

s.t. A (X) = b,
(6)
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其中罚参数c > 0. 设X∗是问题(6)的最优解, 当选取合适的罚参数c, 那么X∗也是本文提出的初

始模型(3)的一阶稳定点, 详细的证明将在后文给出.

3.2 最最最优优优性性性条条条件件件

模型(6)的拉格朗日函数为:

L(X, Z, λ) =
1
2
‖Y −X‖2F + ρ‖X‖∗ + c‖X‖1 − c‖X‖(r) + 〈A(X)− b, λ〉,

其中λ ∈ Rt是问题(6)等式约束的拉朗格朗日乘子, 下面定理给出问题(6)的一阶必要条件.

定定定理理理3.1 设矩阵X∗是问题(6)的全局最优解,则存在ξ∗ ∈ ∂(ρ‖X∗‖∗), η∗ ∈ ∂(c‖X∗‖1), γ∗ ∈
∂(c‖X∗‖(r)), 拉格朗日乘子λ∗ ∈ Rt满足KKT条件{

0 = X∗ − Y + ξ∗ + η∗ − γ∗ +A∗(λ∗),
A(X∗) = b.

根据文献[14], 这里次微分集合

∂
(
‖X‖(r)

)
= arg max

S





m∑

i=1

n∑

j=1

XijSij :
m∑

i=1

n∑

j=1

|Sij | = r,−1 ≤ Sij ≤ 1



 , (7)

极大化上式中的变量S便可得到次梯度, 但并非唯一的. 本文算法里每次迭代用到其中一个次梯
度. 具体地, 先将矩阵X的元素按照绝对值降序排列

|Xi1j1 | ≥ · · · ≥ |Xirjr
| ≥ · · · ≥ |Ximnjmn

| ,
则可得一个次梯度S为

Sikjk
=





1, k ≤ r 且 Xikjk
≥ 0,

−1, k ≤ r 且 Xikjk
< 0,

0, k > r.

(8)

需要指出的是后文算法中所用次梯度正是由(8)给出. 当r = m× n时, S ∈ ∂(c‖X‖1).
3.3 DC罚罚罚函函函数数数的的的精精精确确确性性性

首先令集合C = {X ∈ Rm×n|A (X) = b}, 记Ψ(X) = 1
2 ‖Y −X‖2F .

定定定理理理3.2 设X∗是DC罚问题(6)的最优解. 若存在常数θ满足‖X∗‖F ≤ θ, 且罚参数c满足如

下的不等式

c > ‖∇Ψ (0)‖+ 3
2θ + ρ,

其中0为m× n维全0矩阵, 则X∗也是原问题(3)的最优解.

证证证 由于X∗是DC罚问题(6)的最优解, 则X∗ ∈ C且满足A (X∗) = b. 不妨设向量b中非零元

素的个数为l, 则0 ≤ l ≤ t, 存在〈Ad, X
∗〉 := X∗

idjd
6= 0, d = 1, . . . , l且(id, jd) ∈ J . 将矩阵X∗的

元素去掉X∗
idjd
之后降序排列如下:

|X∗
i1j1 | ≥ · · · ≥ |X∗

isjs
| ≥ |X∗

is+1js+1
| ≥ · · · ≥ |X∗

i`j`
|,

其中s = r − l, ` = m × n − l. 假设‖X∗‖0 > r, 则|X∗
is+1js+1

| > 0. 令X̃ = X∗ −X∗
is+1js+1

Ẽ, 其
中Ẽ 表示第(is+1, js+1)位置元素为1,其它位置元素为0的m×n维矩阵,显然X̃也是罚问题(6)的
一个可行解.

容易观察出Ψ(X) = 1
2 ‖Y −X‖2F的梯度∇Ψ(X)是Lipschitz连续的, 且Lipschitz常数L = 1.
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即对于任意矩阵U , V ∈ C, 有

‖∇Ψ(U)−∇Ψ(V )‖F ≤ ‖U − V ‖F

成立. 当‖X∗‖F ≤ θ成立时, 不等式

‖∇Ψ(X∗)‖ ≤ ‖∇Ψ(0)‖+ ‖∇Ψ(X∗)−Ψ(0)‖ ≤ ‖∇Ψ(0)‖+ θ, (9)

也是显然成立的. 由于X∗是DC罚问题(6)的最优解, X̃是罚问题(6)的可行解, 可以得到

Ψ(X∗) + ρ‖X∗‖∗ + c(‖X∗‖1 − ‖X∗‖(r))−Ψ(X̃)− ρ‖X̃‖∗ − c(‖X̃‖1 − ‖X̃‖(r)) (10)

= Ψ(X∗)−Ψ(X̃)− ρ(‖X̃‖∗ − ‖X∗‖∗) + c|X∗
is+1js+1

| (11)

≥ X∗
is+1js+1

〈∇Ψ(X∗), Ẽ〉 − 1
2
(X∗

is+1js+1
)2 − ρ|X∗

is+1js+1
|+ c|X∗

is+1js+1
| (12)

≥ |X∗
is+1js+1

|(c− sign(X∗
is+1js+1

)〈∇Ψ(X∗), Ẽ〉 − θ

2
− ρ) (13)

≥ |X∗
is+1js+1

|(c− ‖∇Ψ(X∗)‖ − θ

2
− ρ) (14)

≥ |X∗
is+1js+1

|(c− ‖∇Ψ(0)‖ − 3
2
θ − ρ), (15)

其中不等式(12)可由[16, Theorem 2.1.5]推出, 不等式(13)可由‖X∗‖F ≤ θ推出, 不等式(15)可
由(9)推出. 当c > ‖∇Ψ (0)‖ + 3

2θ + ρ 时, (10)显然大于零, 与X∗是DC罚问题(6)的最优解相矛
盾, 所以‖X∗‖0 ≤ r. 因此X∗也是原问题(3)的最优解.

定理3.1成立的前提是‖X∗‖F ≤ θ对任意c > 0成立. 下面的定理证明了这样的θ > 0是存在
的.

定定定理理理3.3 若X∗
c是DC罚问题(6)的最优解, 则对任何大于零的罚参数c, ‖X∗

c ‖F是有界的.

证证证 因为X∗
c是DC罚问题(6)的最优解, 故存在ξ∗c ∈ ∂(ρ‖X∗

c ‖∗), η∗c ∈ ∂(c‖X∗
c ‖1), γ∗c ∈

∂(c‖X∗
c ‖(r)), λ∗ ∈ Rt, 使得{

X∗
c − Y + ξ∗c + η∗c − γ∗c −A∗ (λ∗c) = 0,

A (X∗
c ) = b

(16)

成立.

假设‖X∗
c ‖F关于c并非有界的, 则存在一个序列{ck}, 使当ck → +∞时, ‖X∗

ck
‖F → +∞. 对

于上述(16)的第一个等式, 两边同时除以‖X∗
ck
‖F可得

lim
ck→+∞

X∗
ck
− Y + ξ∗ck

+ η∗ck
− γ∗ck

−A∗ (
λ∗ck

)

‖X∗
ck
‖

F

= 0. (17)

由(7)知−1 ≤ γ∗ck
≤ 1, −1 ≤ η∗ck

≤ 1, 所以γ∗ck
和η∗ck

均是有界的. 由[17, Theorem 2]可知, 核范
数的次梯度ξ∗c也是有界的. 从(17)可得

lim
ck→+∞

(
X∗

ck

‖X∗
ck
‖

F

− A∗ (
λ∗ck

)

‖X∗
ck
‖

F

)
= 0.

不妨设

lim
ck→+∞

X∗
ck

‖X∗
ck
‖

F

= X̃∗
c ,
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则

lim
ck→+∞

A∗ (
λ∗ck

)

‖X∗
ck
‖

F

= X̃∗
c . (18)

取上述(16)的第一个等式中c = ck, 再与X∗
ck
作内积并将(16)的第二个等式代入可得

‖X∗
ck
‖2F −

〈
X∗

ck
, Y − ξ∗ck

− η∗ck
+ γ∗ck

〉− 〈
b, λ∗ck

〉
= 0, (19)

对于上述等式(19)两边同时除以‖X∗
ck
‖2F可得

lim
ck→+∞

‖X∗
ck
‖2F −

〈
X∗

ck
, Y − ξ∗ck

− η∗ck
+ γ∗ck

〉− 〈
b, λ∗ck

〉

‖X∗
ck
‖2F

= 0.

由于ξ∗ck
, η∗ck

, γ∗ck
均是有界的, 有

lim
ck→+∞

〈b, λ∗ck
〉

‖X∗
ck
‖2F

= 1.

因此 lim
ck→+∞

λ∗ck

‖X∗
ck
‖2F
6= 0. 结合定义式(4)中A1, A2, . . . , At的线性无关性, 可以得到

lim
ck→+∞

A∗(λ∗ck
)

‖X∗
ck
‖

F

= lim
ck→+∞

A∗
(

λ∗ck

‖X∗
ck
‖2F

)
‖X∗

ck
‖F → +∞.

这与(18)矛盾, 因此对任何大于零的罚参数c, ‖X∗
c ‖F是有界的.

定定定理理理3.4 如果X∗是DC罚问题(6)的最优解, 且罚参数c满足

c > ‖∇Ψ (0)‖+ 3
2θ + ρ,

则X∗也是原问题(3)的最优解.

定理3.4的证明可由定理3.2和定理3.3立即得到.

3.4 相相相关关关问问问题题题

在介绍算法之前, 先考虑一个与模型(6)的解析解相关的无约束优化问题,
Z∗ = arg min

Z

1
2 ‖Z −W‖2F + λ‖Z‖∗, (20)

其中Z ∈ Rm×n且W ∈ Rm×n是已知的, rank (W) = r̄. 根据文献[18]中的Lemma 1可知, 问
题(20)具有封闭解Z∗ = Sλ (W ),其中Sλ (W ) := UDλV T, Dλ = diag

[
(d1 − λ)+, . . . , (dr̄ − λ)+

]
,

UDV T是W的奇异值分解, D = diag [d1, · · · ,dr̄], U ∈ Rm×r̄, V ∈ Rn×r̄, t+ = max(t, 0). 这里
问题(20)的封闭解将为下文变量Z的求解提供一种思路.

§4 算法研究
4.1 模模模型型型线线线性性性化化化

由于问题(6)的目标函数中含有非凸函数项−c‖X‖(r), 不但导致凸优化对偶理论不能直接应
用，而且与非光滑函数项c ‖X‖1 相耦合，导致临近梯度类方法不可以直接处理该非光滑项，
从而给问题求解带来了较大困难. 为了克服问题(6) 的目标函数中非凸函数项−c‖X‖(r)带来的
求解困难, 可以通过线性化该非凸函数以降低问题难度. 由于c‖X‖(r) 是凸函数, 有凸函数的次
梯度不等式

c‖X‖(r) ≥ c‖X l‖(r) + 〈Sl, X −X l〉
成立, 其中Sl ∈ ∂(c‖X‖(r)). 由于l1范数和核范数的同时存在, 问题的求解并不容易. 因此通过
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引入一个新的变量Z ∈ Rm×n使其分离, 于是可以把较难处理的问题(6)转化成子问题

min 1
2‖Y −X‖2F + ρ‖Z‖∗ + c‖X‖1 − 〈Sl, X〉

s.t. A(X) = b,

X = Z.

(21)

4.2 交交交替替替方方方向向向乘乘乘子子子法法法(ADMM)

交替方向乘子法是一种求解有约束问题的最优化算法, 通过分解过程将比较大的难求解
的全局问题分解为多个较小的, 易于求解的局部子问题, 并通过协调子问题的解得到全局问
题的解. 交替方向乘子法最早由Gabay, Mercier等人[19]提出, 后来有很多学者对其相关理论进
行了深入的研究, 如何炳生等人[20]研究了一种自适应罚参数的ADMM算法. 2011年, Boyd等
人[21]对ADMM方法及其应用进行全面综述.

针对本文要优化的原始问题(3),已在4.1节转化为要解决含有多个待估计变量的子问题(21),
因此可以采用交替方向乘子法来解决此子问题. 其增广拉格朗日函数L定义为

Lσ1,σ2(X, Z, λ,Λ) = 1
2‖Y −X‖2F + ρ‖Z‖∗ + c‖X‖1 − 〈Sl, X〉
+〈λ,A(X)− b〉+ 〈Λ, X − Z〉+ σ1

2 ‖A(X)− b‖22 + σ2
2 ‖X − Z‖2F ,

其中Λ ∈ Rm×n, λ ∈ Rt是拉格朗日乘子, σ1 , σ2 是大于零的常数. 子问题(21)用交替方向乘子
法(ADMM)迭代求解, 迭代形式为




Xk+1 = arg min
X

Lσ1σ2

(
X, Zk, λk,Λk

)
,

Zk+1 = arg min
Z

Lσ1σ2

(
Xk+1, Z, λk,Λk

)
,

λk+1 = λk + σ1

(A (
Xk+1

)− b
)
,

Λk+1 = Λk + σ2

(
Xk+1 − Zk+1

)
.

(22)

对于式(22)中变量X的更新, 可以分为以下的两个部分考虑: 对于2.1节中定义的指标集J =
{(id, jd) |d = 1, . . . , t}, 当(i, j) ∈ J时

Xk+1
idjd

= arg min
X

{
c |Xidjd

|+ σ1+σ2+1
2 (Xidjd

− 1
σ1+σ2+1Pidjd

)2
}

, (23)

由l1收缩算子可得式(23)的封闭解

Xk+1
idjd

= 1
σ1+σ2+1Shrink (Pidjd

, c) = 1
σ1+σ2+1 (max {|Pidjd

| − c, 0} sign (Pidjd
)) , (24)

其中Pidjd
= Sl

idjd
+ σ1bd + σ2Z

k
idjd

+ Yidjd
− λk

d − Λk
idjd

, sign(·)是符号函数; 当(i, j) ∈ J时, 类
似可得封闭解

Xk+1
ij = 1

σ2+1 (max {|Qij | − c, 0} sign (Qij)) , (25)

其中Qij = Sl
ij + σ2Z

k
ij + Yidjd

− Λk
ij . 对于式(22)中变量Z的更新, 把二次项放在一起并忽略和

变量Z无关的项, 整理可以写成

Zk+1 = arg min
Z

{
1
2‖Z − ( 1

σ2
Λk + Xk+1)‖2F + ρ

σ2
‖Z‖∗

}
, (26)

由3.4节问题(20)的封闭解形式, 可以求得类似于Sλ (W )的问题(26)的封闭解.
4.3 算算算法法法框框框架架架

对于算法1, 有以下两点需要注意.

1. 算法1中Sl ∈ (∂c‖X l‖(r)), l = 0, 1, 2, · · ·是通过式(8)计算得到;

2. 在数值实验中, 设置算法1的停止条件为: 达到最大迭代次数或问题(21)内外循环的解达到
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算算算法法法 1: 基于ADMM的DC优化算法

初始化: X0, Z0,Λ0, λ0, ε1, ε2, S
0 ∈ ∂(c

∥∥X0
∥∥

(r)
);1

for l = 0, 1, 2, ... do2

计算次梯度Sl ∈ ∂(c
∥∥X l

∥∥
(r)

);3

for k = 0, 1, 2, ... do4

X
k+1
的更新由式(24), (25)可得;5

Zk+1的更新由式(26)可得;6

λk+1 = λk + σ1(A(Xk+1)− b);7

Λk+1 = Λk + σ2(Xk+1 − Zk+1);8

if ‖Xk+1 −Xk‖2F ≤ ε1 且‖Zk+1 − Zk‖2F ≤ ε2 then9

输出:Xk+1, Zk+1 ;10

end11

end12

X l+1 = Xk+1, Zl+1 = Zk+1 ;13

if ‖X l+1 −X l‖2F ≤ ε1 且‖Zl+1 − Zl‖2F ≤ ε2 then14

输出:X l+1, Zl+1 ;15

end16

end17

预先给定的精度.

§5 收敛性分析

本节给出算法1的全局收敛性. 算法内循环收敛性的证明主要基于He等人[22]和Zhou等
人[23]的工作.

引引引理理理5.1 假设(X∗, Z∗)是模型(21)的最优解, 且λ∗, Λ∗分别是对应的等式约束A (X) = b,
X = Z 的最优对偶变量, 则由算法1步骤5-8产生的序列

{(
Xk, Zk, λk,Λk

)}
满足

‖V k+1 − V ∗‖2H ≤ ‖V k − V ∗‖2H − ‖V k − V k+1‖2H , (27)

其中V k =
(
Zk, λk,Λk

)T, V ∗ = (Z∗, λ∗,Λ∗)T.

需要指出这里V k和V ∗不是传统意义上分块矩阵, 而是类似于Matlab中元胞结构, 因为这里
面混合了向量与矩阵, 其中的转置运算类似矩阵转置. 分块矩阵H为


σ2Im×n 0 0

0 1
σ1

It×1 0
0 0 1

σ2
Im×n


 ,

加权范数以及内积的定义分别为

‖V ‖H := 〈V, HV 〉, 〈U, V 〉H := 〈U,HV 〉.
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证证证 首先将‖V k − V ∗‖2H展开成如下形式
‖V k − V ∗‖2H = ‖(V k+1 − V ∗) + (V k − V k+1)‖2H

= ‖V k+1 − V ∗‖2H + 2〈V k+1 − V ∗, V k − V k+1〉H + ‖V k − V k+1‖2H ,
(28)

由(28)可知, 要保证不等式(27)的成立, 只需证明不等式

〈V k+1 − V ∗, V k − V k+1〉H ≥ 0

成立.

为了便于描述, 记模型(21)的目标函数为{
Θ1(X) = 1

2‖Y −X‖2F + c‖X‖1 − 〈Sl, X〉,
Θ2(Z) = ρ‖Z‖∗.

现假设(X∗, Z∗)是模型(21)的最优解, λ∗, Λ∗分别为对应等式约束A (X) = b, X = Z的最优

对偶变量. 于是对于任意的(X, Z, λ,Λ), 有变分不等式



Θ1(X)−Θ1(X∗) + 〈X −X∗,A∗(λ∗)〉+ 〈X −X∗,Λ∗〉 ≥ 0,

Θ2(Z)−Θ2(Z∗) + 〈Z − Z∗,−Λ∗〉 ≥ 0,

〈λ− λ∗,−A (X) + b〉 ≥ 0,

〈Λ− Λ∗,−X + Z〉 ≥ 0

(29)

成立.

为了更简单的表示上述的变分不等式, 定义

F(X, Z, λ,Λ) :=




A∗(λ) + Λ
−Λ

−A (X) + b

−X + Z




= F (W ),

其中

F =




0 0 A∗ I

0 0 0 −I

−A 0 0 0
−I I 0 0




, W = (X, Z, λ,Λ)T, W ∈ Ω(Ω = Rm×n×Rm×n×Rt×Rm×n).

注意, 由于线性算子A的出现, 这里的F并非传统意义上的分块矩阵, 而是类似于Matlab的元
胞结构, 乘法类似于分块矩阵乘积. 显然F是反对称的. 另记Θ(X, Z) = Θ1(X) + Θ2(Z), 则可
将(29)写成如下的形式:

Θ(X, Z)−Θ(X∗, Z∗) + 〈F (W ∗),W −W ∗〉 ≥ 0, (30)

其中W ∗ = (X∗, Z∗, λ∗,Λ∗)T, W ∗ ∈ Ω .
根据(22), 存在ηk+1 ∈ ∂

∥∥Xk+1
∥∥

1
, ξk+1 ∈ ∂

∥∥Zk+1
∥∥
∗, 使得




Xk+1 − Y + cηk+1 − Sl +A∗(λk) + Λk + σ1A∗(A(Xk+1)− b)
+σ2(Xk+1 − Zk) = 0,

ρξk+1 − Λk + σ2(Zk+1 −Xk+1) = 0,

λk+1 = λk + σ1(A(Xk+1)− b),
Λk+1 = Λk + σ2(Xk+1 − Zk+1)
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成立. 可将它等价地写成如下的变分不等式



Θ1(X)−Θ1(Xk+1) + 〈X −Xk+1,A∗(λk) + σ1A∗(A(Zk+1)− b)〉
+〈X −Xk+1,Λk + σ2(Xk+1 − Zk)〉 ≥ 0,

Θ2(Z)−Θ2(Zk+1) + 〈Z − Zk+1,−Λk〉+ σ2〈Z − Zk+1, Zk+1 −Xk+1〉 ≥ 0,

λk+1 = λk + σ1(A(Xk+1)− b),
Λk+1 = Λk + σ2(Xk+1 − Zk+1).

(31)

进一步, 将λk = λk+1 − σ1(A(Xk+1)− b)和Λk = Λk+1 − σ2(Xk+1 − Zk+1)分别代入到(31)的前
两个不等式可得{

Θ1(X)−Θ1(Xk+1) + 〈X −Xk+1,A∗(λk+1) + Λk+1〉+ σ2〈X −Xk+1, Zk+1 − Zk)〉 ≥ 0,

Θ2(Z)−Θ2(Zk+1) + 〈Z − Zk+1,−Λk+1〉 ≥ 0,

把上面两式相加可得

Θ(X, Z)−Θ(Xk+1, Zk+1) + 〈F (W k+1),W −W k+1〉+ σ2〈X −Xk+1, Zk+1 − Zk〉
+ 1

σ1
〈λ− λk+1, λk+1 − λk〉+ 1

σ2
〈Λ− Λk+1,Λk+1 − Λk〉 ≥ 0.

于是, 将上述不等式移项可得

Θ(X, Z)−Θ(Xk+1, Zk+1) + 〈F (W k+1),W −W k+1〉
+σ2〈X −Xk+1, Zk+1 − Zk〉

≥ 1
σ1
〈λ− λk+1, λk − λk+1〉+ 1

σ2
〈Λ− Λk+1,Λk − Λk+1〉.

(32)

令W = W ∗, 上述不等式(32)可以等价地写成
1
σ1
〈λk+1 − λ∗, λk − λk+1〉+ 1

σ2
〈Λk+1 − Λ∗,Λk − Λk+1〉

≥ Θ(Xk+1, Zk+1)−Θ(X∗, Z∗) + 〈F (W k+1),W k+1 −W ∗〉
+σ2〈Xk+1 −X∗, Zk+1 − Zk〉

≥ Θ(Xk+1, Zk+1)−Θ(X∗, Z∗) + 〈F (W ∗),W k+1 −W ∗〉
+〈F (W k+1)− F (W ∗),W k+1 −W ∗〉+ σ2〈Xk+1 −X∗, Zk+1 − Zk〉.

令W = W k+1, 于是由(30)知

Θ(Xk+1, Zk+1)−Θ(X∗, Z∗) + 〈F (W ∗),W k+1 −W ∗〉 ≥ 0.

因为F是反对称的, 所以F是单调的, 因此有

〈F (W k+1)− F (W ∗),W k+1 −W ∗〉 ≥ 0

成立. 所以不等式
1
σ1
〈λk+1 − λ∗, λk − λk+1〉+

1
σ2
〈Λk+1 − Λ∗,Λk − Λk+1〉 ≥ σ2〈Xk+1 −X∗, Zk+1 − Zk〉 (33)

显然成立. 在不等式(33)两边同时加上σ2〈Zk+1 − Z∗, Zk − Zk+1〉可得
σ2〈Zk+1 − Z∗, Zk − Zk+1〉+ 1

σ1
〈λk+1 − λ∗, λk − λk+1〉

+ 1
σ2
〈Λk+1 − Λ∗,Λk − Λk+1〉

≥ σ2〈Zk+1 − Z∗, Zk − Zk+1〉+ σ2〈Xk+1 −X∗, Zk+1 − Zk〉
= σ2〈Zk+1 − Z∗ − (Xk+1 −X∗), Zk − Zk+1〉
= σ2〈Zk+1 −Xk+1, Zk − Zk+1〉
= 〈Λk − Λk+1, Zk − Zk+1〉.

(34)
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由(29)可推出以下两个不等式{
Θ2(Zk)−Θ2(Zk+1) + 〈Zk − Zk+1,−Λk+1〉 ≥ 0,

Θ2(Zk+1)−Θ2(Zk) + 〈Zk+1 − Zk,−Λk〉 ≥ 0

显然成立. 将上述两个不等式相加得

〈Λk − Λk+1, Zk − Zk+1〉 ≥ 0. (35)

由不等式(34)和(35)可以得到

σ2〈Zk+1 − Z∗, Zk − Zk+1〉+ 1
σ1
〈λk+1 − λ∗, λk − λk+1〉

+ 1
σ2
〈Λk+1 − Λ∗,Λk − Λk+1〉

= 〈V k+1 − V ∗, V k − V k+1〉H ≥ 〈Λk − Λk+1, Zk − Zk+1〉 ≥ 0.

因此不等式(27)的成立得证. 至此引理5.1证毕.

基于引理5.1, 可得下面两个收敛性定理.

定定定理理理5.1 对于任意给定的初始点, 由算法1中步骤5-8产生的序列
{(

Xk, Zk, λk,Λk
)}
都会

收敛到模型(21)的最优解.

证证证 引理5.1的成立可以得到‖V k+1 − V k‖2H → 0, ‖V k+1 − V ∗‖2H是单调非增且收敛的. 由
‖V k+1 − V k‖2H → 0 可知λk+1 − λk → 0, Λk+1 −Λk → 0, Zk+1 −Zk → 0. 又因为Λk+1 = Λk +
σ2(Xk+1 − Zk+1)的成立,因此有Xk+1−Xk → 0, Xk−Zk → 0. 所以序列

{(
Xk, Zk, λk,Λk

)}
必

然存在一个极限点Ṽ ∗ = (X̃∗, Z̃∗, λ̃∗, Λ̃∗)T. 其中(X̃∗, Z̃∗)是模型(21)的最优解, (λ̃∗, Λ̃∗)分别是
对应的等式约束A (X) = b, X = Z的最优对偶变量. 所以定理5.1得证.

定定定理理理5.2 对于任意给定的初始点, 由算法1中产生的序列
{(

X l, Zl, λl,Λl
)}
都会收敛到模

型(6) 的一阶稳定点.

由文献[14]中DCA 的性质可知定理5.2是显然成立的, 更加详尽的证明见文献[24-25]. 另外,
关于模型(6) 的解等价于模型(3)的解, 已在本文3.3节中详细阐述. 于是, 由以上定理可知由算
法1产生的序列是本文提出的模型(3)的一阶稳定点.

§6 数值实验
本节数值实验主要是解决含有高斯白噪声的语音信号去噪问题. 将稀疏低秩估计模型应用

到含噪语音信号的频谱图上, 并将估计的频谱图进行逆变换到时域上, 以得到去噪语音信号. 具
体来说, 如果y 是输入的含有噪音的语音信号, 采用SSLR模型得到去噪语音信号x∗,

x∗ = S† {SSLR (S (y))} ,

其中S, S†分别表示短时傅里叶变换[26-27](Short-Time Fourier Transform(STFT))及其逆变换,
STFT窗口之间实现50%的重合, 一个窗口设置64个样本, DFT长度设置为512个样本.

针对于本文提出的模型SSLR(3)中的两个约束的参数设置如下, 对于输入的语音信号y,
经STFT后的矩阵X维数为m× n, 对于目标矩阵X中的先验信息的个数设置为20%×m× n, 任
意取定先验信息位置, 即得线性映射A (X) = b中向量b ∈ Rm×n/5 . 对于严格控制目标矩阵X稀

疏度的不等式约束‖X‖0 ≤ r, 设置参数r = 5%×m× n.

将本文提出的模型SSLR(3)分别与模型SLR(1), ISLR(2)作对比. 对于去噪后的语音信号,
分别从频谱图, 信噪比(SNR), 平方根误差(RSE)三个方面进行对比观察去噪效果.
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图1-3中(a)图的语音信号为同一段语音信号, 来自文献[9], 记为语音信号a; 图1-3中(b)图的
语音信号是相同的, 来自文献[28]的实验数据集, 记为语音信号b. 相比于语音信号a, 信号b的时
间为1秒.

6.1 频频频谱谱谱图图图

分别在语音信号a, b上分别加入高斯白噪声(σ = 0.03, σ = 0.1), 实验中将本文提出
的SSLR模型分别和SLR, ISLR模型进行对比, 结果展示在图1.
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(e)SSLR (no prior information) estimate. SNR = 10.98 dB
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(f)SSLR (proposed) estimate. SNR = 13.81 dB

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Time (s)

0
0.1
0.2

-60
-40
-20

(a) 语音信号a

(a) Clean speech spectrogram

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1
0.2

-60
-40
-20

(b) Noisy speech spectrogram. SNR = 5.52 dB

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1
0.2

-60
-40
-20

(c) SLR estimate. SNR = 8.43 dB

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1
0.2

-60
-40
-20

(d) ISLR  estimate. SNR = 6.76 dB

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1
0.2

F
re

qu
en

cy
 (

kH
z)

-60
-40
-20
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图 1 不同模型的语音信号频谱图
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图 2 不同噪音影响下的信噪比(SNR)

图1(a), (b)分别是原始语音信号和加入噪音后的语音信号的频谱图, (c), (d), (f)分别为通
过SLR, ISLR, SSLR模型得到的去噪语音信号频谱图, (e)为SSLR模型无先验信息(即不含有等
式约束A(X) = b)情况下得到的去噪语音信号频谱图. 从(c), (d), (f)可以看出, 对于两段不同时
长的语音信号, 与模型SLR, ISLR相比, SSLR模型得到的去噪语音信号有更高的SNR, 并且此方
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图 3 不同噪音影响下的RSE

法具有更少的伪影. 从(e), (f)可以得到, 与未加入先验信息的(e)相比, (f)具有更高的SNR且伪影
相对来说也是更少的. 综上, 文章提出的带有先验信息的SSLR模型和算法的表现都是良好的.

6.2 信信信噪噪噪比比比(SNR)

图2为不同高斯白噪声σ对SLR, ISLR, SSLR模型去噪后的SNR的影响, 图2(a)中σ从0.005
到0.06(以0.005递增), 共12组数据; 图2(b)中σ从0.05到0.16(以0.01递增), 共12组数据. 图2表明,
随着σ的增大, 虽然三种模型去噪后的语音信号的SNR都有所降低, 但对于两个长度不同的语音
信号a, b, 利用本文提出的SSLR模型恢复后的语音信号的SNR是远远高于另外两种模型的.

6.3 平平平方方方根根根误误误差差差(RSE)

图3为不同高斯白噪声σ对SLR, ISLR, SSLR模型去噪后的RSE的影响, 图3(a)中σ从0.005
到0.06(以0.005递增), 共12组数据; 图3(b)中σ从0.05到0.16(以0.01递增), 共12组数据. 首先给
出RSE的计算方法

RSE =
‖Xest −Xorg‖F

‖Xorg‖F

,

其中Xorg是给定的初始矩阵, Xest是目标矩阵. 图3表明, 随着σ的增大, ISLR和SLR模型更新
的RSE值是有明显上升趋势的, 而且远高于本文提出的模型SSLR得到的估计的矩阵的RSE, 并
且随着σ的增大, SSLR模型更新得到的RSE依旧是小于另外两个模型求解的结果.

§7 结论

本文提出了一种具有先验信息的严格稀疏低秩矩阵优化模型SSLR, 运用基于交替方向乘子
法(ADMM)的DC方法解决此模型. 该算法的思想是先利用DC技术将非凸项函数线性化得到凸
子问题, 再利用ADMM求解该凸子问题. 在一定的假设条件下, 所提的算法具有全局收敛性. 此
外, 从频谱图, 信噪比(SNR), 平方根误差(RSE)三个方面与同类模型(SLR和ISLR)进行语音去
噪实验对比表明: 所提的SSLR模型较其它两个模型更优越.
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Sparse low-rank matrix optimization model with application in
speech denoising
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2. School of Mathematics and Physics, Shanghai University of Electric Power, Shanghai 200090,
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Abstract: This paper proposes a sparse low-rank matrix optimization model to recover a matrix

with sparse low-rank structure. Different from simply adding the nuclear norm and norm to the

objective function to promote the low-rankness and sparsity of the target matrix, this model not

only guarantees the sparsity of the target matrix by adding the sparsity constraint, but also takes

advantage of the possible prior information in the target matrix via some linear constraints. To solve

the non-convex and non-smooth model, the original model is first transformed into a constrained DC

(difference between two convex functions) optimization model using the exact penalty function, and

then it is linearized into a convex subproblem which is solved by the alternating direction multiplier

method. Under some assumptions, the algorithm has global convergence. Numerical experiments show

that the model has a good effect on speech denoising.
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