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非线性特征值问题平移幂法的不动点分析
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摘 要: 平移对称高阶幂法在求解源自玻色-爱因斯坦凝聚态的非线性特征值问题方
面, 不仅具有较高的计算效率, 而且具有点列收敛性. 针对此算法进行不动点分析, 区
分了使用平移对称高阶幂法可以求得的特征对类型.
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§1 引 言

玻色-爱因斯坦凝聚态(简称BEC)的基态, 即能量最低时的状态, 目前是量子力学领域中一
个重要而且活跃的研究课题[1-4], 其离散情形可以描述为球面约束下的非凸最小化问题[5]

min
1
2
Ax4 + x>Bx

s.t. ||x||2 = 1.

(1)

其中A ∈ Rn×n×n×n是4 阶对称张量, B ∈ Rn×n是对称半正定矩阵, x ∈ Rn是向量.

对上述优化问题的Lagrange函数求梯度, 容易验证其Karush-Kuhn-Tucker(KKT)系统即为
非线性特征值问题 



Ax3 + Bx = λx

‖x‖2 = 1.
(2)

BEC基态解对BEC问题的理论研究以及实验指导具有重要意义. 对于基态解的存在和唯
一性探讨, 可以参考[6-7]和其中的参考文献. 作为NP难的BEC基态问题[8], 通常采取两类数值
方法进行求解. 第一类是在球面约束条件下, 利用非线性特征值格式(2) 设计不同类型的数值
方法[9-15]. 第二类是求解球面约束下的极小化优化问题格式的方法[8,16-23]. 文献[5]中对更一般
的NP难的BEC类非线性特征值问题采用了平移对称高阶幂法(SS-HOPM)进行求解, 体现了较
好的数值计算效率, 并且能够保证点列收敛性[24].
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本文将在文献[5, 24]的基础上进一步对SS-HOPM算法进行不动点分析, 以从理论上说明使
用平移对称高阶幂法可以求得的非线性特征对类型.

本文的结构如下: §2介绍了相关的基础知识和基本术语. §3简单介绍了BEC类非线性特征
值问题的SS-HOPM算法及其不动点分析. §4对本文进行了简单总结.

§2 基本概念和术语
在本文中, 用Σ表示Rn上的单位球面, 即

Σ = {x ∈ Rn : ||x|| = 1}.
.

2.1 张量相关概念

本文采用文献[25]中的张量, 矩阵以及向量的表示方法. 即向量用黑体小写字母表示, 如a.
矩阵用黑体大写字母表示, 如A. 张量由Euler手写体表示, 如A. 标量用小写字母表示, 如a.

对称张量在指标任意排列下其元素都是不变的. 下面给出对称张量及相关概念的定义.

定定定义义义2.1[26] 如果张量A ∈ R

m︷ ︸︸ ︷
n× · · · × n 对所有i1 · · · im ∈ {1, · · · , n}以及p ∈ Πm, 均有

aip(1)···ip(m) = ai1···im

成立, 则称张量A是对称的, 其中Πm表示了(1, · · · ,m)所有置换的集合.

定定定义义义2.2[26] 设A ∈ R

m︷ ︸︸ ︷
n× · · · × n是对称张量, 且x ∈ Rn. 那么张量A与向量x的m− r次乘

积可以表示为

Axm−r ∈ R

r︷ ︸︸ ︷
n× · · · × n, 0 ≤ r ≤ m− 1,

其具体表达式为

(Axm−r)i1···ir ≡
∑

ir+1,··· ,im

ai1···imxr+1,··· ,im 对所有 i1, · · · , ir ∈ {1, · · · , n}.

2.2 不动点相关知识

本文将要用到不动点的相关概念和性质, 罗列如下.

定定定义义义2.3[27] 假设φ : Rn → Rn, 如果存在δ > 0, 对由任何满足‖x0 − x∗‖ ≤ δ的x0和

由xk+1 = φ(xk)所定义的序列{xk}都收敛到x∗, 则称x∗是φ的吸引不动点.

定定定理理理2.1[28] 设x∗为φ : Rn → Rn的不动点, J : Rn → Rn×n为φ的Jacobian矩阵. 如
果σ = ρ(J(x∗)) < 1, 那么x∗为φ的吸引不动点；如果σ > 0, 那么迭代xk+1 = φ(xk)以线性速
率σ收敛.

定定定理理理2.2[29] 设x∗为φ : Rn → Rn的不动点, J : Rn → Rn×n为φ的Jacobian矩阵. 如
果σ = ρ(J(x∗)) > 1, 那么x∗为φ的不稳定不动点.

§3 非线性特征值问题的SS-HOPM算法及不动点分析

3.1 非线性特征值问题的SS-HOPM算法
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在文献[10]中, 作者构建了非齐次约束优化问题

min
1
2
Ax4 + x>Bx

s.t. ||x||2 = 1.

的稳定点与BEC类非线性特征值问题


Ax3 + Bx = λx

||x||2 = 1,

的特征对之间的联系, 然后将由Kolda和Mayor[30]提出的用于齐次优化问题求解的SS-HOPM算
法推广到了上述的非齐次约束优化问题, 以求解BEC类非线性特征值问题.

从文献[24]可知, 对于凸的情形, 平移项α > 0必须要大于某个参数β才能确保SS-HOPM算
法收敛, 其中β定义如下

β ≡ max
x∈Σ

ρ(3Ax2 + B).

SS-HOPM算法如算法1所述.

Algorithm 1 平移对称高阶幂法(SS-HOPM)[5]

Require:

1. 给定4阶对称张量A ∈ Rn×n×n×n和半正定矩阵B ∈ Rn×n.
2. 平移项α;

Ensure:

特征值λ及相应的特征向量x.
1: 取初值x0 ∈ Rn, 使其满足||x0||2 = 1. 令λ0 = Ax4

0 + x>0 Bx0

2: for k = 0, 1, · · · , do

3: if α ≥ 0 then

4: x̂k+1 ← Ax3
k + Bxk + αxk

5: else

6: x̂k+1 ← −(Ax3
k + Bxk + αxk)

7: end if

8: xk+1 ← x̂k+1/||x̂k+1||2
9: λk+1 = Ax4

k+1 + x>k Bxk

10: end for

11: return λ = λk+1,x = xk+1.

3.2 SS-HOPM算法的不动点分析

对于约束优化问题而言, Lagrange投影Hessian阵在决定不动点是否为局部极值方面起着关
键作用. 从文献[5]可知

∇2L (x∗, λ∗) = 6Ax2
∗ + 2B− 2λ∗I,

根据约束优化问题的Lagrange函数的Hessian阵与x∗正交的子空间的关系, 可以把Lagrange投
影Hessian阵定义为

C (λ∗,x∗) ≡ UT
∗

(
3Ax2

∗ + B− λ∗I
)
U∗ ∈ R(n−1)×(n−1),
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其中U∗ ∈ Rn×(n−1)的列形成了x⊥∗的正交基. 根据C (λ∗,x∗)的谱性质可以对BEC类非线性特征
值问题(2)的特征对进行分类.

定定定义义义3.1 设A ∈ Rn×n×n×n为对称张量, B ∈ Rn×n为半正定矩阵, (λ,x)是BEC类非线性
特征值问题(2)的特征对. 如果C (λ,x)是正定的, 则特征对(λ,x)是正稳定的；如果C (λ,x)是负
定的, 则特征对(λ,x)是负稳定的, 如果C (λ,x)是不定的, 则特征对(λ,x)是不稳定的.

下面采用不动点理论对SS-HOPM算法进行分析, 以区分哪种类型的特征对可以使用SS-
HOPM算法求得. 即首先通过Langrage投影Hessian阵来判断特征对是正稳定的, 负稳定的还是
不稳定的; 然后依据不同情形下特征对进行对照即可.

不失一般性, 考虑凸的情形下的SS-HOPM算法视为不动点迭代

xk+1 = φ(xk),

其中φ定义为

φ(x) = φ1(φ2(x)), (3)
那么

φ1(x) =
x

(x>x)
1
2
,

φ2(x) = Ax3 + Bx + αx.

注意特征对(λ,x)当且仅当λ + α > 0时是一个不动点, 这对于α > β始终是正确的[24].

算子φ的Jacobian矩阵可以从下面的公式导出, 即

J(x) = φ′1(φ2(x))φ′2(x).

容易得到

φ′1(x) =
(x>x)I− xx>

(x>x)
3
2

,

φ′2(x) = 3Ax2 + B + αI.
在任何特征对(λ,x)处, 都有

φ2(x) = (λ + α)x,

φ′1(φ2(x)) =
I− xx>

λ + α
,

φ′2(x) = 3Ax2 + B + αI,
因此x处的Jacobian矩阵为

J(x) =
(I− xx>)(3Ax2 + B + αI)

λ + α
. (4)

由Ax2,B和xx>的对称性, 容易验证Jacobian矩阵J(x)是对称的.

定定定理理理3.1 设(λ,x)为非线性特征值问题(2)的特征对. 假设α ∈ R满足α > β, 其中β ≡
maxx∈Σ ρ(3Ax2 +B). 设φ(x)由(3)给定. 那么当且仅当x是φ的线性吸引不动点时, (λ,x)是负稳
定的.

证证证 假设(λ,x)是负稳定的, 算子φ在x处的Jacobian矩阵的形式如(4)所示. 根据不动点理
论, 要证明x是算子φ的线性吸引不动点, 只需要验证ρ(J(x)) < 1.

因为Jacobian矩阵J(x)是对称的, 所以对于所有的y ∈ Σ , ρ(J(x)) = |y>J(x)y|. 还需要进
一步证明, 对于所有y ∈ Σ , |y>J(x)y| < 1. 因为J(x)x = 0, 因此限制y ∈ x⊥, 故而y ∈ Σ

⋂
x⊥,
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那么

|y>J(x)y| =
∣∣∣∣
y>(I− x>x)(3Ax2 + B + αI)y

λ + α

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
y>(3Ax2 + B)y + α

λ + α

∣∣∣∣ .

因为(λ,x)负稳定即意味着C(λ,x)是负定的；因此要|y>J(x)y| < 1, 则必须y>(3Ax2 + B)y <

λ. 根据β的定义, 可以知道β ≥ ρ(3Ax2 + B). 由λ + α > 0可得

0 <
−β + α

λ + α
≤ yT

(
3Ax2 + B

)
y + α

λ + α
<

λ + α

λ + α
= 1,

即ρ(J(x)) < 1, 所以x是φ的线性吸引不动点.
另一方面, 如果(λ,x)不是负稳定的, 那么存在w ∈ Σ使得w ∈ x⊥, 而且w>(3Ax2 + B)w ≥

λ. 那么

wT J(x)w =
wT

(
3Ax2 + B

)
w + α

λ + α
≥ λ + α

λ + α
= 1,

即ρ(J(x)) ≥ 1, 根据不动点理论可知, x不是算子φ的线性吸引不动点.
实际上从上面的证明可以推断出, 如果特征对(λ,x)不是负稳定的, 则不存在α ∈ R使

得ρ(J(x)) < 1成立. 换言之, 如果(λ,x) 不是负稳定的, 由于x是一个不动点, 必有λ + α > 0, 进
而ρ(J(x)) ≥ 1, 那么较小的α当然不会出现“意外”的特征对收敛情形.

换句话说, 如果α > β, 那么任何球面Σ上的吸引不动点都必然是f(x) 的严格约束局部极
小值. 因为从定理3.1可知, 只要α > β, 目标函数的凸性即可满足. 球面Σ上x任何收敛邻域中的

点x̃必然满足f(x̃) > f(x), 由此表明x为严格局部极小值. 反之, 如果α > β, 任何严格局部极小
值必然对应于某个吸引不动点.

定理3.1在凹的情况下的类似定理表述如下.
定定定理理理3.2 设(λ,x)为非线性特征值问题(2)的特征对. 假设α ∈ R, 满足α < −β, 其中β定

义为β ≡ maxx∈Σ ρ(3Ax2 + B). 设φ(x)由(3)给定, 那么当且仅当x是−φ的线性吸引不动点时,
(λ,x)是正稳定的.

由矩阵幂法产生的序列{xk}总是收敛到谱特征值λ1对应的特征向量, 其他特征向量均可能
不是稳定不动点. 与矩阵幂法相比, 采用平移对称高阶幂法求解非线性特征值问题, 可以找到多
个特征对, 因为可能存在多个正, 负稳定特征对. 但找到多个特征对的能力也意味着不能保证从
任意初始点开始的迭代收敛到某个特定的特征对.

§3 结束语
SS-HOPM算法在求解中小规模的BEC类非线性特征值问题时具有不错的计算效率, 同时

还满足点列收敛性. 本文进一步采用不动点分析, 从理论上区分了采用平移对称高阶幂法所能
求得的非线性特征对类型.

平移对称高阶幂法之所以能够保证收敛, 在于其通过平移项的作用能够保证目标函数在整
个迭代过程中保持凸性或凹性. 不过其中平移项的选择却是一个不小的挑战. 因为只有合适的
平移项才能既保证收敛, 又能保证好的收敛速率. 设想在每次迭代中都重新设定一个平移项, 使
得每次迭代过程中的目标函数凸, 从而既保证收敛, 又不降低效率. 我们将在以后的工作中将平
移项的自适应改进作为进一步研究的课题.
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Fixed point analysis on SS-HOPM for nonlinear eigenvalue problems
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Abstract: In solving the nonlinear eigenvalue problems (NEP) originated from Bose-Einstein

Condensation (BEC) (BEC-like NEPs for short), the shifted symmetric higher-order power method(SS-

HOPM) has not only high computational efficiency, but also has point-wise convergence. Through the

fixed point analysis, the types of eigenpairs that can be obtained by SS-HOPM are distinguished.
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