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摘 要: 拟牛顿法是求解无约束优化问题的经典且有效方法. 基于Neculai(2019)提出
的所谓对角拟牛顿更新技巧, 构造了一种新的修正Aitken加速算法来求解无约束优化
问题. 理论上保证了该方法相比于对角拟牛顿更新技巧有更高阶的收敛性能. 数值测
试结果也验证了所提出算法的高效性.
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§1 引 言

基于Neculai[1]的工作, 本文提出一种求解如下无约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) (1)

的Aitken加速方法, 其中f ∈ Rn → R为连续可微的函数.
至今为止, 无约束优化问题的求解已获得广泛关注, 并取得丰硕的研究成果(见[2-6]), 其

中, 包括共轭梯度法(见[7]), 牛顿法与拟牛顿法等(见[8-12]). 虽然牛顿法具有二阶收敛速度的优
势, 但是需要计算二阶导数. 因此在求解大规模问题时, 该方法往往因为计算代价过高而变得
不再适用. 同时当Hessian阵非正定时, 无法保证所产生的方向是目标函数的下降方向. 尤其是
当Hessian阵奇异时, 算法无法继续循环迭代. 修正牛顿法可在一定程度上克服此缺陷, 然而修正
参数的选取较难把握, 对收敛速度亦有较大影响. 众所周知, 拟牛顿法可以避免这些缺点, 在迭
代过程中不需要计算目标函数的Hessian阵, 却在某种意义下具有Hessian阵的作用, 因此该方法
在相关领域得到广泛的应用. 例如, 均衡问题, 神经网络, 激光检测, 非线性方程组等(见[13-16]).

假设x0为某个初值点. 求解问题(1)的迭代格式有如下表达式

xk+1 = xk + αkdk, (2)
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其中αk是由某种线搜索, 例如Wolfe或Armijo线搜索获得的步长, dk表示搜索方向. 通常对问
题(1)的迭代求解格式有两个主要切入点, 一个是针对步长因子αk进行合理设计, 另一个是考虑
有效地选取较优的搜索方向dk. 详细可参看文献[17-20].

牛顿法是通过求解如下方程得到牛顿搜索方向dk,

Gkdk = −gk, (3)

其中Gk, gk分别表示函数f在点xk处的Hessian矩阵和梯度值. 鉴于Hessian阵Gk高昂的计算代

价, 可寻求一个矩阵Bk+1作为Hessian阵Gk+1的一种近似替代. 将函数f在点xk+1处利用二

次Taylor展开得到近似方程

Gk+1sk ≈ yk,

进而构造所谓的割线方程

Bk+1sk = yk, (4)

其中sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk, Bk+1 = Bk + ∆k,∆k可视为误差校正矩阵. 利用割线方
程推导近似Hessian阵Bk+1, 关于矩阵Bk+1的有效选取方面已有一系列较好的研究成果. 例如,
秩1校正公式或BFGS 算法等(见[21-23]).

在文献[1]中, Neculai证明了一个简单而有效的对角拟牛顿更新公式来求解

min f(x) =
1
2
‖∆k‖2F + tr(Bk + ∆k), (5)

约束条件为弱割线方程sT
k Bk+1sk = sT

k yk(见[8]). 误差校正矩阵∆k := diag(δ1
k, δ2

k, · · · δn
k )被考

虑为一个对角矩阵. 同时, Neculai特别给了详细理由来阐述引入弱割线方程的优势和特点. 然
而注意到目标函数的迹算子项“tr(Bk + ∆k)”可以暂时被忽略的. 原因是矩阵Bk + ∆k在每一

步更新中总是都保持着对角阵的形式. 事实上, 可通过极小化第一个偏差项的Frobenius范数,
即‖∆k‖F , 来达到一种最小化的目的. 进而仅考虑一个更为简洁的问题

min f(x) =
1
2
‖∆k‖2F , s.t. sT

k Bk+1sk = sT
k yk. (6)

针对问题(6), 基于对角拟牛顿更新迭代法(DNRTR)(见[1]), 提出一个修正的Aitken加速迭
代格式来求解无约束优化问题(1), 该方法在与前者对比的过程中显示了非常良好且具有明显优
势的收敛性能.

本文剩余部分组织如下: §2提出求解无约束优化问题(1)的修正Aitken加速迭代方法, 同时
证明了其具有良好的高阶收敛性能. 数值实验和结论分别安排在§3和§4.

§2 算法及收敛性
本节考虑改善对角拟牛顿更新方法(DNRTR)(见[1]), 进而引入一个修正Aitken加速迭代格

式来求解优化问题(1). 最后提供重要的理论证明和收敛性结果.
首先注意到问题(6)亦可转化为如下形式

min f(x) = 1
2Σn

i=1(δ
i
k)2 (7)

s.t. Σn
i=1(s

i
k)2δi

k = sT
k yk − Σn

i=1(s
i
k)2bi

k,

其中δi
k, bi

k分别是对角矩阵∆k, Bk的第i个元素.
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问题(7)的Lagrangian函数为

L(δi
k, λ) =

1
2
Σn

i=1(δ
i
k)2 + λ

(
Σn

i=1(s
i
k)2δi

k − sT
k yk + Σn

i=1(s
i
k)2bi

k

)
, (8)

其中λ表示其Lagrangian乘子. 由最优性条件可得
∂L(δi

k, λ)
∂δi

k

= δi
k + λ(si

k)2 = 0, i = 1, · · · , n, (9)

即

δi
k = −λ(si

k)2, i = 1, · · · , n. (10)

将(10)式代入(7)式, 即可得Lagrangian乘子

λ =
Σn

i=1(s
i
k)2bi

k − sTyk

Σn
i=1(s

i
k)4

=
sT

k Bksk − sT
k yk

tr(S2
k)

, (11)

其中Sk = diag
(
(s1

k)2, · · · , (sn
k )2

)
. 结合(11)式以及(10)式可得如下对角矩阵更新格式

Bk+1 = Bk + ∆k = Bk +
sT

k yk − sT
k Bksk

tr(S2
k)

Sk. (12)

其中

∆k :=
sT

k yk − sT
k Bksk

tr(S2
k)

Sk. (13)

从而线搜索方向可由式子di
k+1 = −(Bk+1)−1

ii gi
k+1(i = 1, · · · , n)所确定. 注意到, 该迭代格式

是由相互独立的“点对点”形式进行更新. 鉴于此特殊性, 考虑对DNRTR方法引入一种修正
的Aitken加速技巧从而可望获得更具优越的收敛性能.

算算算法法法 1 (基于拟牛顿更新的Aitken加速算法(AADQN))
步1 给定初始点x0 ∈ Rn, 参数0 < β < 1, 0 < σ < 0.5,m = 0及充分小的正数ε1, ε2 > 0.

计算向量g0 = ∇f(x0).令d0 = −g0,k = 0.

步2 若‖g(xk)‖2 < ε1 停算; 否则, 转到步3.
步3 计算满足线搜索的步长αk, 若不等式

f(xk + βmdk) ≤ f(xk) + σβmgT
k dk (14)

成立, 令mk = m, αk = βmk ; 否则, m := m + 1, 然后循环(14). 再计算

xk = xk + αkdk, fk = f(xk), gk = ∇f(xk). (15)

令sk = xk − xk, yk = gk − gk.
步4 利用公式(12)更新对角矩阵Bk+1.
步5 令

ϕ(x) := x− αk
g(x)

(Bk+1)ii
. (16)

计算

xk+1 = ϕ(xk) = xk − αk
g(xk)

(Bk+1)ii
, xk+2 = ϕ(xk+1) = xk+1 − αk

g(xk+1)
(Bk+1)ii

, (17)

xi = xi
k+2

− (xi
k+1

− xi
k+2

)2/(xi
k+2

− 2xi
k+1

+ xi
k
), (18)
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其中i = 1, · · · , n, xi = (x)i, pi
k

= (pk)i, qi
k

= (qk)i. 置xk = x.

步6 更新搜索方向

(dk+1)i =

{
− (g(xk+1))i

(Bk+1)ii
, (Bk+1)ii ≥ ε2,

−(g(xk+1))i,否则.
(19)

步7 置k := k + 1, 返回步2.

注注注记记记 1 显然经过计算可知(19)所确定的搜索方向是下降的, 即g(xk+1)Tdk+1 < 0. 事实上有

g(xk+1)Tdk+1 =
n∑

i=1

(g(xk+1))i(dk+1)i

=

{
−∑n

i=1
((g(xk+1))i)

2

(Bk+1)ii
, (Bk+1)ii ≥ ε2 > 0,

−∑n
i=1((g(xk+1))i)2,否则.

由上式可得, 若‖g(xk+1)‖ 6= 0, 则有g(xk+1)Tdk+1 < 0.

注注注记记记 2 在近似Hessian阵Bk+1为对角阵的条件下, (12)可视为秩n拟牛顿法修正公式.

注注注记记记 3 为了避免在更新迭代中对角矩阵Bk+1可能出现非正定或奇异的情形, 算法要求bi
k+1 =

bi
k + δi

k > 0, i = 1, 2, · · · . 具体执行中考虑若bi
k+1 > ε2 > 0, 则di

k+1 = − (g(xk+1))i

bi
k+1

. 否则,

di
k+1 = −(g(xk+1))i.

注注注记记记 4 算法考虑了Aitken加速的思想. 设xk为x∗的某个近似, 令xk+1 = ϕ(xk), xk+2 = ϕ(xk+1).
则xk+1 − x∗ ≈ η(xk − x∗), xk+2 − x∗ ≈ η(xk+1 − x∗), 其中η ≈ ϕ′(x). 以上两式相除可得

xk+1 − x∗
xk+2 − x∗

≈ xk − x∗
xk+1 − x∗

,

进而可解得

x∗ ≈ xk+2 − (xk+2 − xk+1)2

xk+2 − 2xk+1 + xk
. (20)

当k → ∞, 若xk → x∗且‖g∗‖ → 0, 则由算法步5定义的格式x = ϕ(x)即为不动点迭代. 关
于‖g∗‖ → 0的事实将在后面收敛性分析给出详细证明.

下面先给出算法的适定性证明.

引引引理理理 1 序列{∆k}, {Bk}由更新格式(12)产生. 此外, 若‖sk‖ 6= 0, 且存在b ≤ bi
0 ≤ b(i =

1, 2, · · · , n), 其中bi
0为对角矩阵B0的第i个对角元素, 则对所有的正整数k, 序列{∆k}, {Bk}有

界.

证 当k = 0, y0 = ∇2f(ς0)s0, 其中x0 < ς0 < x1. 令s̃0为向量s0的最大值分量, 由(13)式可
得

|δi
0| =

∣∣∣∣
sT
0 y0 − sT

0 B0s0

tr(S2
0)

(si
0)

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣sT

0 y0 − sT
0 B0s0

∣∣
tr(S2

0)
(si

0)
2 (21)

≤
∣∣sT

0∇2f(ς0)s0 − sT
0 B0s0

∣∣
tr(S2

0)
(s̃0)2 ≤

∣∣sT
0∇2f(ς0)s0 − sT

0 B0s0

∣∣
tr(S2

0)(s̃0)2
(s̃0)4

≤
∣∣sT

0∇2f(ς0)s0 − sT
0 B0s0

∣∣
(s̃0)2

,



谢亚君等: 求解无约束优化问题的Aitken加速算法 485

其中用到不等式(s̃0)4 < tr(S2
0).

注意到‖s0‖2 ≤ n(s̃0)2且由已知条件

b‖s0‖2 ≤ sT
0 B0s0 ≤ b‖s0‖2, (22)

可得

|δi
0| ≤

C̃‖s0‖2 + δ0‖s0‖2
(s̃0)2

≤ (C̃ + δ0)n(s̃0)2

(s̃0)2
= (C̃ + δ0)n := C0. (23)

其中C̃ = max{c1, c2}(假设4) 且δ0 = max{|b|, |b|}, 因此∆0是有界的.

由于bi
1 = bi

0 + δi
0(i = 1, 2, · · · ), 故有

b− C0 ≤ bi
1 ≤ b + C0,

即B1也是有界的. 从而由归纳法可得引理结论.

文献[24]中给出了所谓界退化性质

‖Bk+1 −∇2f(x∗)‖F ≤ ‖Bk −∇2f(x∗)‖F + κνk, (24)

其中Bk+1是前一步迭代矩阵Bk的更新, νk = max{‖xk+1 − x∗‖, ‖xk − x∗‖}, κ为某个常数. 该文
描述了Hessian矩阵与其近似矩阵Bk+1可由前一步迭代中二者的差值来控制的事实, 既满足界退
化性质, 同时也给出了满足此性质的算法至少具有q-线性收敛的结果(详见[24]). 下面证明更新
公式(12)满足界退化性质.

引引引理理理 2 若‖sk‖ 6= 0, 则更新公式(12)满足界退化性质.

证 由更新公式(12)可得

‖Bk+1 −∇2f(x∗)‖F = ‖Bk + ∆k −∇2f(x∗)‖F (25)

≤ ‖Bk −∇2f(x∗)‖F + ‖∆k‖F .

由于‖sk‖ 6= 0, 因此必存在ρ > 0, 使得‖sk‖ > ρ, 同时有(s̃k)2 ≥ ρ2

n 且

tr(S2
k) = Σn

i=1(s
i
k)4 ≥ (s̃k)4 = (s̃k)2(n(s̃k)2)

1
n
≥ ρ2

n
‖sk‖2 1

n
, (26)

其中s̃k为向量sk的最大值分量. 注意到

‖sk‖ = ‖xk+1 − xk‖ = ‖xk+1 − x∗ + x∗ − xk‖ (27)

≤ ‖xk+1 − x∗‖+ ‖x∗ − xk‖ ≤ 2νk.

由引理1 可得‖∆k‖F = ‖Bk+1 −Bk‖F < C0
√

n,进而有

‖∆k‖F =
∥∥sT

k Bk+1sk − sT
k Bksk

tr(S2
k)

Sk

∥∥
F

= ‖sT
k (Bk+1 −Bk)sk

tr(S2
k)

Sk‖F (28)

=
‖sT

k (Bk+1 −Bk)sk‖F ‖Sk‖F

tr(S2
k)

≤ ‖(Bk+1 −Bk‖F ‖sk‖2√
tr(S2

k)
≤ 2C0

n
3
2

ρ
νk.

取(24)中κ = 2C0
n

3
2

ρ , 则引理结论得证.

综合以上引理1-2 可得下面结论.
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定定定理理理 1 若存在两个正的常数ε与δ满足不等式‖x0 − x∗‖ < ε及‖B0 −∇2f(x∗)‖F < δ. 那么由更
新格式(12)产生的序列{xk}为适定的.

定定定理理理 2 设{xk}是由算法1产生的序列, f(x)有下界且对任意的x0 ∈ Rn, ∇f(x)在水平集

L(x0) = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f(x0)}
上存在且一致连续. 则

(a) 下降方向dk满足与−gk的夹角θk的余弦值大于某个常数λ ∈ (0, 1);
(b) {xk}的任意聚点x∗都满足∇f(x∗) = 0.

证 (a) 由(19)式中步长dk的选取可知, 若‖gk‖ 6= 0, 当(Bk)ii ≥ ε2 > 0(i = 1, 2, · · · ), 则

cos θk =
−gT

k dk

‖gk‖‖dk‖ =

∑n
i=1

(gk)2i
(Bk)ii√∑n

i=1(gk)2i
√∑n

i=1
(gk)2i
(Bk)2ii

> 0. (29)

否则当(Bk)ii ≤ 0, 由算法可知取步长dk = −gk, 从而cos θk = 1. 综上可知cos θk > λ > 0, 其
中λ ∈ (0, 1).

(b) 用反证法, 设x∗是{xk}的聚点且∇f(x∗) 6= 0. 由条件可知f(xk) → f(x∗)且f(xk) −
f(xk+1) → 0. 又由(14)式可得

−σgT
k sk → 0, gT

k sk → 0, (30)

其中sk = βmkdk.若gk 9 0, 则由(30)式可知, ‖sk‖ → 0. 又由(14)可得, 对于βmk−1 = βmk

β ,
不等式

f(xk + βmk−1dk)− f(xk) > σβmk−1gT
k dk. (31)

注意到βmk−1dk = sk

β , 因此(31)式可写成如下形式

f(xk +
sk

β
)− f(xk) > σgT

k (
sk

β
). (32)

若令pk = sk

‖sk‖ , 则
sk

β = ‖sk‖
β pk. 由‖sk‖ → 0, 可得α̂k = ‖sk‖

β → 0. 同时(32)式可进一步写成

f(xk + α̂kpk)− f(xk)
α̂k

> σgT
k pk. (33)

由于‖pk‖ = 1, 因此{pk}有界, 从而存在收敛子列. 不失一般性, 仍记为{pk} → p∗(‖p∗‖ =
1). 将(33)两边取极限得

∇f(x∗)Tp∗ ≥ σ∇f(x∗)Tp∗. (34)

故有

∇f(x∗)Tp∗ ≥ 0. (35)

注意到pk = sk

‖sk‖ = dk

‖dk‖ , 因此

−gT
k pk = −gT

k

( dk

‖dk‖
)

= ‖gk‖ cos θk ≥ λ‖gk‖. (36)

对上式求极限可得

−∇f(x∗)Tp∗ ≥ λ‖∇f(x∗)‖ > 0.
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即∇f(x∗)Tp∗ < 0, 与(35)矛盾. 因此有∇f(x∗) = 0.

下面的定理将说明: 在算法1中的步5, 借助(20)式中的Aitken迭代格式, 将对算法DNRTR[1]

执行了有益的改善和加速.

定定定理理理 3 假设算法1(即AADQN )满足引理1-2以及定理2的条件, 则由算法产生的序列{xk}收敛
于优化问题(1)的解x∗且收敛阶高于算法DNRTR.

证 显然由引理1-2以及定理2可知算法1产生的序列{xk}收敛于优化问题(1)的解x∗. 由文
献[1]可知算法DNRTR至少为q-线性收敛的. 下面证明算法AADQN所产生的序列{xk}收敛阶高
于算法DNRTR.

由算法AADQN可知

lim
k→∞

xi
k+2 − xi

∗
xi

k+1 − xi∗
= lim

k→∞
xi

k+1 − xi
∗

xi
k − xi∗

= θ, 0 < θ < 1, k = 0, 1, · · · . (37)

进一步, 由极限的性质可得

xi
k+2 − xi

∗ = (θ + εk+1)(xi
k+1 − xi

∗) (38)

= (θ + εk+1)(θ + εk)(xi
k − xi

∗)

:= θ̂k(xi
k − xi

∗),

其中θ̂k := θk+1θk, θk+1 := θ + εk+1, θk := θ + εk 且εk → 0, 当k →∞.

为了方便, 记算法AADQN 步5 中的k = k. 由(38)以及(17)则有

xi − xi
∗ = θ̂k(xi

k − xi
∗)−

(
θ̂k − θk

)2(
xi

k − xi
∗
)2

(
(θk+1 − 1)θk − (θk − 1)

)
(xi

k − xi∗)
(39)

=
[
θ̂k −

(θ̂k − θk

)2

(
(θk+1 − 1)θk − (θk − 1)

)
]
(xi

k − xi
∗). (40)

因此

lim
k→∞

xi − xi
∗

(xi
k − xi∗)

= lim
k→∞

θ̂k −
(θ̂k − θk

)2

(
(θk+1 − 1)θk − (θk − 1)

) (41)

= θ2 −
(
θ(θ − 1)

)2

(θ − 1)θ − (θ − 1)
= 0.

§3 数值实验
本节给出一些数值例子来验证§2提出的算法1(AADQN)在求解无约束优化问题(1)时的高

效性. 通过与文献[1]中的算法DNRTR 在更方面性能指标进行详细对比. 这些指标包括迭代次
数(记为“IT”), 消耗的CPU时间(记为“CPU”), 梯度范数(记为“GN”)以及函数值(记为“VAL”).
终止准则为GN = ‖g(xk)‖2 < 10−6或迭代次数超过kmax = 500, 其中xk表示第k步迭代点. 数值
实验的机器环境为Intel(R)Core(TM) i7-2670QM, CPU 2.20GHZ, 内存8GB的Windows10操作
系统.
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为了全面比较两个算法的综合性能, 选择了无约束优化问题的10个不同测试函数, 这些测
试函数源于文献[25], 其中10个不同的测试函数也充分地展现了其多样性和非线性程度. 将这些
测试函数的具体形式列在表1中, 同时给出不同的初始点信息.

表 1 测试函数

函数名称 函数解析式 初始点

Quadratic QF1 f(x) = 1
2

∑n
i=1 ix2

i − xn x0 = [1, 1, · · · , 1]

Hager f(x) =
∑n

i=1(exp(xi)−
√

ixi) x0 = [1, 1, · · · , 1]

LIARWHD f(x) =
∑n

i=1 4(−x1 + x2
i )2 +

∑n
i=1(xi − 1)2 x0 = [4, 4, · · · , 4]

Diagonal 6 f(x) =
∑n

i=1 |(exp(xi)− (1− xi)| x0 = [1, 1, · · · , 1]

QUARTC f(x) =
∑n

i=1(xi − 1)4 x0 = [2, 2, · · · , 2]

Pertured Quadratic f(x) =
∑n

i=1 ix2
i + 1

100
(
∑n

i=1 xi)
2 x0 = [0.5, 0.5, · · · , 0.5]

Raydan 2 f(x) =
∑n

i=1(exp(xi)− xi) x0 = [1, 1, · · · , 1]

EG2 f(x) =
∑n−1

i=1 sin(x1 + x2
i − 1) + 1

2
sin(x2

n) x0 = [1, 1, · · · , 1]

TRIDIA f(x) = γ(δx1 − 1)2 +
∑n

i=2 i(αxi − βxi−1)2 x0 = [1, 1, · · · , 1]

FlETCHCR f(x) = c
∑n−1

i=1 i(xi+1 − xi + 1− x2
i )2 x0 = [2, 2, · · · , 2]

所有的数值测试结果在表2-4以及图1-2中展示.
表2-4中列出两种算法的收敛性对比结果. 事实上, 可以给出更多不同参数下的收敛性状

况. 本节给出当参数α = 2, β = 1, γ = 1, δ = 2, c = 100的情形. 从相关收敛性指标中, 注意
到VAL未必都会趋向于零, 原因是有些测试函数并非在零处取得其最小值. 在图1-图2中, 显示了
在不用维数下算法AADQN的迭代序列{xk}的梯度范数(GN)下降速度非常迅速, 且明显优于算
法DNRTR, 特别是针对Pertured Quadratic函数维数较高(n = 10000)情形, 算法AADQN的迭
代次数均小于30次, 而算法DNRTR都超过了500次. 这种高阶收敛的理论依据在定理3中已给出
具体证明. 同时在表2-表4中也注意到对于大部分测试函数, 在计算成本方面, 算法AADQN明显
小于算法DNRTR.

总而言之, 两种方法均收敛到无约束优化问题(1)的解x∗. 然而, 无论从CPU时间与迭
代次数, 亦或者是GN与VAL, 都明显说明了算法AADQN优于算法DNRTR. 这也意味着算
法AADQN 在求解无约束优化问题(1)时是可行且有效的.
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图 1 算法DNRTR 与AADQN 的收敛性轨迹, n = 300, 400
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图 2 算法DNRTR 与AADQN 的收敛性轨迹, n = 5000, 10000

表 2 数值结果n = 300
方法 性能 Quadratic QF1 Hager LIARWHD Diagonal 6 QUARTC

IT 46 56 9 26 16

DNRTR CPU 0.2144 0.2757 0.1047 0.1425 0.1380

GN 8.1542e-07 6.0347e-07 6.0934e-07 7.3537e-07 5.3493e-07

VAL -9.9750e-01 -2.4932e+03 1.5343e-16 1.0400e-05 1.9713e-11

IT 2 8 6 5 9

AADQN CPU 0.0373 0.0864 0.0743 0.0647 0.0889

GN 2.4292e-13 8.0418e-07 1.4949e-08 1.7945e-09 1.4784e-09

VAL -9.9750e-01 -2.4932e+03 4.5059e-18 1.3092e-08 4.1663e-14

表 3 数值结果n = 300
方法 性能 Pertured Quadratic Raydan 2 EG2 TRIDIA FlETCHCR

IT 55 26 136 500 500

DNRTR CPU 0.2768 0.1377 1.345 0.2818 0.5384

GN 6.4819e-07 7.3537e-07 7.1281e-07 1.3759e-02 1.5385e-02

VAL 2.8509e-15 2.0000e+02 -2.9900e+02 2.9668e-05 3.9259e-04

IT 9 4 46 148 27

AADQN CPU 0.0739 0.0459 0.1831 0.0831 0.1358

GN 2.0916e-07 1.8375e-08 1.6651e-07 9.8115e-07 9.3134e-07

VAL 3.6236e-17 2.0000e+02 -1.9900e+02 7.8500e-14 4.8987e-16
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表 4 Pertured Quadratic 函数在不同维数情形下的数值结果
方法 性能 n=10000 n=5000 n=3000 n=2000 n=1000

IT 500 500 500 500 500

DNRTR CPU 88.8881 69.8945 19.1826 9.7055 8.8819

GN 2.4688e-01 2.6674e-01 2.3535e-02 2.4551e-02 2.1042e-02

VAL 3.4860e-03 6.0295e-03 2.7675e-04 3.8784e-05 3.103e-05

IT 24 15 11 11 10

AADQN CPU 15.0198 11.4774 1.2449 0.9443 0.3841

GN 1.4704e-07 2.2155e-07 5.1081e-07 5.6918e-07 4.2393e-07

VAL 3.3837e-15 2.4842e-15 5.4153e-17 3.2043e-17 8.4398e-17

§4 结论

本文基于对角拟牛顿更新, 提出一个求解无约束优化问题的修正Aitken加速迭代算法. 这
种新思想的获得是源于在搜索方向更新时借助了对角矩阵, 从而具有互相独立的“点对点”更新
特性, 因此易于考虑引入一些有效的加速技巧. 算法的高阶收敛性优点在理论上得到验证. 数值
实验结果也进一步说明了, 所提出的算法在求解无约束优化问题时是很有意义且非常高效的.
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Abstract: Quasi-Newton iteration is a class of popular method for unconstrained optimization

problem. In this research, based on so-called diagonal quasi-Newton updating method proposed by

Neculai(2019), a modified Aitken acceleration approach is firstly investigated to solve unconstrained

optimization problem. The performance is ensured theoretically at least higher-order rate of conver-

gence in comparison to diagonal quasi-Newton updating method. Numerical experiments illustrate the

efficiency of the proposed method.
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